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Oficiālie recenzenti:

• Dr.math. Prof. Inese Bula (Latvijas Universitāte, Latvija);
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Matemātikas Promocijas padomes sekretāre: Dr. math., Anita
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VISPĀRĪGA INFORMĀCIJA PAR DARBU

Promocijas darbs ir velt̄ıts parasto diferenciālvienādojumu sistēmu

izpētei, kas rodas sarežǧ̄ıtu t̄ıklu teorijā. Gēnu regulēšanas t̄ıkli un māksl̄ıgie

neironu t̄ıkli ir šāda veida t̄ıkli.

Atslēgvārdi: gēnu regulēšanas t̄ıkli, māksl̄ıgie neironu t̄ıkli, matemātiskā

modelēšana, fāzes portrets, periodiski atrisinājumi, atraktori.

Pēt̄ıjuma objekts: noteikta parasto diferenciālvienādojumu sistēmu

klase. Š̄ım sistēmām ir ı̄pašas kvazilineāras struktūras, un tās satur gan

lineāras, gan nelineāras daļas. Nelineāro daļu attēlo sigmoidālās funkcijas.

Pēt̄ıjuma mērķis: ir izpēt̄ıt vienu parasto diferenciālvienādojumu

sistēmu klasi, kas rodas gēnu t̄ıklu un māksl̄ıgo neironu t̄ıklu teorijā.

Š̄ıs sistēmas sastāv no nelineārām un lineārām daļām. Nelineāro daļu

reprezentē sigmoidālās funkcijas, no kuram darbā izmantotas Gomperca

funkcija un hiperboliskā tangensa funkcija. Īpaša uzman̄ıba tiek pievērsta

atraktoru ı̄paš̄ıbu izpētei, sistēmu evolūcijas anal̄ızei un risinājumu uzved̄ıbas

prognozēšanai.

Pēt̄ıjuma uzdevumi:

• formulēt parasto diferenciālvienādojumu (PDV) sistēmu modelēšanai

un izmantot Gomperca funkciju kā nelinearitāti;

• iegūt ǧenētiski regulējošo t̄ıkla (GRT) tipa sistēmu formulas kritisko

punktu izpētei;

• sal̄ıdzināt rezultātus GRT sistēmām, izmantojot Gomperca funkciju,

ar l̄ıdz̄ıgām sistēmām, kurās izmanto citas sigmoidālās funkcijas;

• GRT sistēmām iegūtos rezultātus pārnest uz sistēmām, kas rodas

maksl̄ıgo neironu tiklu (MNT) teorijā un satur hiperbolisko tangensu

kā nelinearitāti;

• sal̄ıdzināt iegūtos rezultātus GRT sistēmām ar rezultātiem, kas iegūti

MNT sistēmām;
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• sal̄ıdzināt periodisko atraktoru piemēru rezultātus GRT un MNT

sistēmās;

• pierād̄ıt periodisku atraktoru eksistenci GRT un MNT sistēmām, kon-

centrējoties uz abu sistēmu l̄ıdz̄ıbu;

• pierād̄ıt periodisko atraktoru eksistenci otrās, trešās un augstākās

kārtas GRT un MNT sistēmām;

• izpēt̄ıt risinājumu sensit̄ıvu atkar̄ıbu no MNT sistēmām, aprēķinot

Ļapunova eksponentes;

• sniegt dažus novērojumus un piez̄ımes par GRT un MNT sistēmu

vadāmı̄bas un pārvald̄ıbas problēmu.

Pēt̄ıjuma metodes: pēt̄ıjumā tiek izmantotas dažādas sigmoidālo

funkciju anal̄ızes metodes un paņēmieni, piemēram,

• kritisko punktu linearizācija un lokālā anal̄ıze;

• periodisku atraktoru konstruēšana, izmantojot Andronova–Hopfa bi-

furkāciju no stabila fokusa;

• veidot augstākas dimensijas sistēmas, izmantojot maza izmēra blokus,

un pēc tam apvienot sistēmas, pievienojot jaunus elementus;

• fāzes plaknes un fāzes telpu ǧeometriskā anal̄ıze, ņemot vērā izokl̄ınas;

• fāzu telpas un vektoru lauku anal̄ıze, kas saist̄ıti ar GRT un MNT

sistēmām, attiec̄ıbā uz invariantām kopām;

• risinājumu sensit̄ıvas atkar̄ıbas noteikšana no GRT un MNT sistēmām,

aprēķinot Ļapunova eksponentes;

• plaša skaitlisko eksperimentu izmantošana, pētot GRT un MNT sistēmas.
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networks” (Rı̄gā, 2024. gada 23. februār̄ı);
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referātu “Z-shaped isoclines in GRN differential system” (Rı̄gā, 2019.
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1 Ievads

Šajā darbā aplūkojam problēmas, kas rodas t̄ıklu matemātiskajā mode-

lēšanā. Mēs koncentrējamies uz gēnu regulējošo t̄ıklu un māksl̄ıgo neironu

t̄ıklu modelēšanu. Šāda veida t̄ıkli ir visur. Tie sastāv no elementiem,

kurus sauc par mezgliem, un saitēm starp mezgliem. T̄ıklu raksturs var

būt atšķir̄ıgs. T̄ıkli ir sastopami dabā, cilvēku sabiedr̄ıbā, burtiski visur.

Tie var būt ārkārt̄ıgi lieli, piemēram, astronomisku objektu, zvaigžņu,

planētu un galaktiku t̄ıkli. Tajā pašā laikā tie var būt ļoti mazi un

pat neatpaz̄ıstami, un tos nevar redzēt neapbruņotas acis, piemēram,

gēnu t̄ıkli dz̄ıvā organismā. Lai izprastu t̄ıklu uzbūvi un darb̄ıbas prin-

cipus dabā, zinātniekiem vajadzētu savākt milz̄ıgus novērojumu rezultātu

kopas. Šie dati ir jāapkopo, jāsistematizē, jāanalizē un jāklasificē. Br̄ıžiem

tas ir ļoti grūts uzdevums. Lai atvieglotu šo uzdevumu, var izman-

tot matemātisko modelēšanu. Kā parasti, matemātiskie modeļi ir ob-

jekti, kas pastāv virtuālajā matemātikas jomā. Šie objekti jāveido soli

pa solim, pārbaudot to atbilst̄ıbu pētāmajām parād̄ıbām. Eksperimenti

jāveic model̄ı, anal̄ıze ir matemātiska, un modeļa anal̄ızei izmantojami

matemātiskie instrumenti, kas ir standarta vai rad̄ıti tieši konkrētam pēt̄ıjuma

objektam. Sekas tiek reǧistrētas, sistematizētas un klasificētas. Hipotēzes

tiek formulētas, lai labāk izprastu pēt̄ıjuma objektu. Hipotēzes ir jāpārbauda

un vai nu jāapstiprina, vai jānoraida.

Vienkāršus t̄ıklus, piemēram, cilvēku grupas, mazas populācijas un

vairākus statiskus objektus, var izpēt̄ıt, izmantojot grafu teorijas matemā-

tisko aparātu. Grafi sastāv no virsotnēm, šķautnēm starp virsotnēm un gan

virsotņu, gan škautņu raksturlielumiem. Dažreiz grafus var tieši vizualizēt

un analizēt. Liela izmēra t̄ıkliem tas var būt sarežǧ̄ıts uzdevums. Kā

piemēru varētu domāt par transporta t̄ıkliem, industriālo objektu t̄ıkliem

utt.

T̄ıklu struktūra un ı̄paš̄ıbas laika gaitā var main̄ıties, un tie ir intere-

santākie t̄ıkli. Balstoties uz t̄ıkla pagātnes anal̄ızi un zinot tā galvenos
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darb̄ıbas principus, var domāt par t̄ıklu nākotnes stāvokļu prognozēšanu.

Atkar̄ıbā no t̄ıkla veida tas var būt vissvar̄ıgākais izaicinājums.

Lai to ilustrētu, aplūkosim ǧenētiskus t̄ıklus. Ģenētisko t̄ıklu eksistence

nebija zināma pirms lielā atklājuma ǧenētikas un bioloǧijas jomā kopumā.

Tagad ir zināms, ka ǧenētiskie t̄ıkli atrodas jebkurā dz̄ıvā organisma šūnā.

To var iedomāties kā mezglu kopumu, ko sauc par gēniem, kas sazinās savā

starpā. Kā tie to dara? Tie sūta ziņojumus protēınu veidā. Šos ziņojumus

pieņem citi gēni, un viss t̄ıkls izstrādā kop̄ıgas reakcijas. Piemēram,

ǧenētiskais t̄ıkls ir atbild̄ıgs par organisma reakciju uz slimı̄bām. Tie regulē

svar̄ıgākos procesus augošā dz̄ıvniekā vai cilvēkā. To darb̄ıbai ir izšķiroša

noz̄ıme morfoǧenēzē, organisma orgānu veidošanās procesā. Ģenētiķu, bio-

logu un zoologu izmeklēšanas dēļ plankumi uz leoparda un strēmeles uz

t̄ıǧeriem un zebrām, šķiet, ir genomikas programmēšanas rezultāts, un šo

ı̄paš̄ıbu veidošanās notiek gēnu t̄ıklu kontrolē.

Vēl viens t̄ıkla piemērs ir milz̄ıgs neironu kopums cilvēka smadzenēs.

Neironi pieņem elektriskos signālus no citiem t̄ıkla elementiem un rada

savus signālus, kas tiek nodoti tālāk. Kolekt̄ıva reakcija, ātra vai nē,

atkar̄ıbā no situācijas, pal̄ıdz cilvēkam veikt viņam ierastās funkcijas, pie-

mēram, darbu, komunikāciju ar sabiedr̄ıbu, radošu un algoritmiski definētu

problēmu risināšanu. Bija pārsteidzoši, ka cilvēks var viegli atpaz̄ıt attēlus,

kas ir sarežǧ̄ıts uzdevums robotiem un vadāmām ier̄ıcēm. Šāda veida t̄ıkls

pieder pie bioloǧiskajiem neironu t̄ıkliem. Joprojām ir daudzas problēmas,

kuras cilvēki var atrisināt labāk nekā dators vai cits automāts. Mēǧinājumi

kopēt cilvēka smadzeņu darb̄ıbu ir noveduši pie māksl̄ıgiem neironu t̄ıkliem.

MNT ir vien̄ıbu kolekcija, ko sauc par māksl̄ıgajiem neironiem. Š̄ıs vien̄ıbas

ir savienotas. Tie var pārraid̄ıt pieņemtu signālu citām vien̄ıbām. Māksl̄ıgais

neirons saņem signālus un pēc apstrādes nosūta tos citiem ar to saist̄ıtiem

neironiem.

Abu veidu t̄ıklu, GRT un MNT, dinamiku var modelēt ar parastajiem

diferenciālvienādojumiem. Katrs t̄ıkla elements ir apz̄ımēts ar xi. Ele-
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mentu xi fiziskā noz̄ıme, protams, atšķiras no GRT un MNT. Matemātika

kā fundamentāla zinātne zina daudzus fizikālo, vai mehānisko, vai ķ̄ımisko

procesu piemērus, kas pēc būt̄ıbas ir diezgan atšķir̄ıgi, bet aprakst̄ıti ar

l̄ıdz̄ıgiem matemātiskajiem modeļiem. Tas attiecas uz GRN un ANN.

Abiem ir ierobežots, bet, iespējams, ļoti liels elementu skaits, ko apz̄ımēsim

ar xi: katru xi var izmēr̄ıt ar skaitli (galvenokārt iedomātu), ko apz̄ımē ar̄ı

xi, bet tas ir atkar̄ıgs no laika, xi(t): tātad pētnieks nodarbojas ar vairākām

funkcijām, kas ir atkar̄ıgas viena no otras. xi(t), i = 1; 2; ... veido fāzu telpu,

kas matemātiski ir Eikl̄ıda telpa. Jāapraksta attiec̄ıbas starp elementiem

xi. Viens ļoti aptuvens veids, kā to izdar̄ıt, ir definēt tā saukto regulējošo

matricu, ko parasti apz̄ımē ar W . Tā ir n× n matrica, kur n ir elementu

skaits t̄ıklā. Elements wij ir skaitlis, kas raksturo elementa xj ietekmi uz

elementu xi. Vienošanās ir tāda, ka matricas W pozit̄ıvie elementi noz̄ımē

aktivizēšanu, negat̄ıvie noz̄ımē apspiešanu (sauktu ar̄ı par inhib̄ıciju), un

nulles vērt̄ıba wij noz̄ımē, ka nav nekādas saist̄ıbas. Kad šie sagatavošanās

darbi ir veikti, var izveidot diferenciālvienādojumu sistēmu, kas apraksta

t̄ıkla dinamiku, jo funkcijas xi(t) mainās laikā, ievērojot noteikumus, ko

nosaka parasto diferenciālvienādojumu sistēma. PDV relat̄ıvās sistēmas

izpētes lielā noz̄ıme ir tāda, ka var izmantot matemātisko aparātu šādu

sistēmu izpētei un prognozēt risinājumu xi(t) uzved̄ıbu, kas šobr̄ıd tiek

uzskat̄ıti par risinājumiem parasto diferenciālvienādojumu sistēmā. Ie-

priekš minētās sistēmas tika definētas gēnu regulēšanas t̄ıkliem un maksl̄ıgo

neironu t̄ıkliem. Aplūkojot š̄ıs sistēmas, mēs novērojam zināmu l̄ıdz̄ıbu.

Tas noz̄ımē, ka š̄ıs sistēmas var pēt̄ıt vienlaic̄ıgi, un iegūtos rezultātus par

GRT sistēmām var izmantot MNT sistēmu pēt̄ı̌sanai un otrādi.

Tas ir dotā darba galvenais virziens.
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2 Gomperca funkcija gēnu regulējošo t̄ıklu model̄ı

Gēnu regulējošo t̄ıklu teorijā diferenciālās sistēmas ir šādā veidā

x′i = f(
∑

wijxj)− xi. (2.1)

Š̄ı sistēma apraksta gēnu t̄ıkla elementu (gēnu) savstarpējo sakar̄ıbu.

Mēs izlaižam š̄ıs savstarpējās attiec̄ıbas mehānismu un koncentrējamies

uz matemātisko aspektu. Funkcija f(z) šajā model̄ı ir nepārtraukta,

ierobežota, monotoni augoša funkcija (to sauc par sigmoidālo regulējošo

funkciju). Matrica W sastāv no elementiem, kas apraksta attiec̄ıbas starp

t̄ıklu mezgliem. Ir dažādas funkcijas f(z), kurām ir vēlamās ı̄paš̄ıbas.

Piemēram, funkcija f(z) = 1
1+e−µz atbilst pras̄ıbām. Arguments z tiek

aizstāts ar z = Σwijxj − θ, un tas atspoguļo gēna ievadi ar slieksni θ

xi palielināšanai. No sākuma apskat̄ısim 2 × 2 matricu W , tā sastāv no

elementiem, kas ņem vērt̄ıbas no kopas {−1, 0, 1}. Šāda veida sistēmas

parādās gēnu regulēšanas teorijā. Tiek pēt̄ıta atraktoru struktūra.

Sistēma (2.1), kas satur n vienādojumus, apraksta māksl̄ıgā t̄ıkla di-

namiku, kas sastāv no n elementiem. T̄ıkla elementu savstarpējo sakar̄ıbu

apraksta regulējošā matrica W . Pozit̄ıvais elements aij noz̄ımē i-tā ele-

menta aktivizēšanu ar j-to elementu. Elementa wij negat̄ıva vērt̄ıba noz̄ımē

inhib̄ıciju, un nulles elements noz̄ımē, ka nav attiec̄ıbas. Elementa absolūtā

vērt̄ıba noz̄ımē savstarpējās attiec̄ıbas intensitāti.

Šajā darbā mēs aplūkojam tikai divdimensiju gad̄ıjumu (t̄ıklu ar diviem

elementiem). Regulējošā matrica, kas atbilst aktivizēšanai, ir

W =

(
0 1

1 0

)
,

un š̄ıs gad̄ıjums tika detalizēti izpēt̄ıts. Inhib̄ıcijas matrica ir

W =

(
0 −1

−1 0

)
,
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un sistēmas (2.2) uzved̄ıba šajā gad̄ıjumā ir vispārzināma. Abos gad̄ıjumos

atraktori ir stabili kritiskie punkti (stabili mezgli), un kritisko punktu skaits

ir ne vairāk kā tr̄ıs.

Sistēma formā (2.2) parādās gēnu regulēšanas teorijā [2]. Tika minēts,

ka šādas struktūras sistēma var rasties ar̄ı telekomunikāciju t̄ıklu teorijā.

Tad elementi x1, x2, ... apz̄ımē saziņas ķermeņu pārus, un regulējošo ma-

tricu elementi var atšķirties pēc absolūtām vērt̄ıbām un z̄ımēm.

Mēs vēlamies izskat̄ıt visus gad̄ıjumus. Tāpēc mēs pieļaujam jebkurus el-

ementus W . Tika konstatēts, ka tad kritisko punktu skaits var palielināties.

Mēs sniedzam pilnu iespējamo uzved̄ıbas veidu klasifikāciju. Turklāt mēs

sniedzam piemērus dažādām matricām W , attiec̄ıgajām kritisko punktu

kopām un to raksturotājiem. Ja iespējams, tiek nodrošināts tipisks fāzes

portrets.

2.1 Sistēma

Divkomponentu gēnu regulēšanas t̄ıklus apraksta diferenciālā sistēma
{

x′1 = f(w11x1 + w12x2 − θ1)− x1,

x′2 = f(w21x1 + w22x2 − θ2)− x2,
(2.2)

kur f(x) ir sigmoidāla funkcija.

1. defin̄ıcija. Funkcija tiek saukta par sigmoidālu, ja izpildās šādi

nosac̄ıjumi.

1. f(x) monotoni palielinās no 0 l̄ıdz 1, x ∈ R;

2. Tam ir tieši viens pārliekuma punkts.

Viens sigmoidālās funkcijas piemērs ir loǧistikas funkcija f(z) = 1
1+e−µz .

Š̄ı funkcija tiek izmantota matemātiskajos modeļos, kas pēt̄ıti darbos [7],

[9], [22].
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Vēl viens sigmoidālās funkcijas piemērs ir Gomperca (Gompertz) funkci-

ja, un mēs to pēt̄ısim šajā darbā. Sigmoidāla funkcija f(x), tas pirmā f ′(x)

un otrā f ′′(x) atvasinājuma grafiki tiek attēloti 2.1(b) attēlā ar parametru

µ = 6, 5 un θ = 0, 3 vērt̄ıbām. To ierobežo 1, un tā monotoni pieaug.

-2 -1 1 2 x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f HxL

a) Sigmoidāla funkcija

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-5

5

10

b)

Nepārtrauktā l̄ınija - f(x), Pārtrauktā

l̄ınija - f ′(x), punktētā l̄ınija - f ′′(x)

2.1. z̄ım.

Apskat̄ısim Gomperca funkciju f(z) = e−e−µz

. Š̄ı funkcija ir sigmoidāla

pēc 1. defin̄ıcijas.

Sistēma paplašinātā formā ir




dx1

dt
= e−e−µ(w11x1+w12x2−θ1) − x1,

dx2

dt
= e−e−µ(w21x1+w22x2−θ2) − x2,

(2.3)

kur µ un θ ir pozit̄ıvi parametri. Mūsu mērķis ir izpēt̄ıt š̄ıs sistēmas fāzes

portretu un atraktoru kopas.

2.2 Kritisko punktu sistēma

Tiek pieņemts, ka f(z) ir atkar̄ıgs ar̄ı no parametra µ, kas regulē f

grafika stāvumu. Mēs vēlamies norād̄ıt vispār̄ıgās sistēmas (2.3) ı̄paš̄ıbas.

Š̄ıs sistēmas kritiskie punkti ir sistēmas (2.4) atrisinājumi
{

0 = e−e−µ(x2−θ) − x1,

0 = e−e−µ(x1−θ) − x2.
(2.4)
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1. lemma. Jebkuram kritiskajam punktam ir forma (x, x). Tāpēc

kritiskā punkta koordināta x tiek noteikta no

x = f(x). (2.5)

Grafiki y = f(x) un y = f−1(x) ir parād̄ıti 2.2. z̄ımējumā.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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1.0

a) θ = 0.3, µ = 0.3,

1 kritiskais punkts

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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0.4

0.6

0.8

1.0

b) θ = 0.3, µ ≈ 4.15,

2 kritiskie punkti

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c) θ = 0.3, µ = 5,

3 kritiskie punkti

2.2. z̄ım.

Nevienād̄ıba µ < e, kur e = 2, 7182818284..., tiek attēlota 2.2.(a).

z̄ımējumā, savukārt nevienād̄ıbu µ > e tiek attēlota 2.2.(c). z̄ımējumā.

Ir skaidrs, ka dažām parametru vērt̄ıbām ir tieši viens kritiskais punkts

un dažām µ un θ vērt̄ıbām ir tr̄ıs punkti. Kā starpstāvoklis mums ir

2.2.(b). z̄ımējumā ar tieši diviem kritiskajiem punktiem. Mūsu mērķis ir

noskaidrot, kuras parametru vērt̄ıbas atbilst 1, 2 vai 3 kritiskajiem punk-

tiem.

2.3 Linearizēta sistēma

Linearizēta sistēma ap iespējamo kritisko punktu (x1, x2) ir
{

u′ = −u + µe−e−µ(x2−θ)−µ(x2−θ) · v,

v′ = µe−e−µ(x1−θ)−µ(x1−θ) · u− v.
(2.6)

Tā kā x1 = x2, sistēma izskatās
{

u′ = −u + µe−e−µ(x−θ)−µ(x−θ) · v,

v′ = µe−e−µ(x−θ)−µ(x−θ) · u− v.
(2.7)
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Tāpēc, ņemot vērā formulu (2.4) un 1. lemmu, jebkura kritiskā punkta

(x, x) koordināta x atbilst

x = e−e−µ(x−θ)

,

− ln(x) = e−µ(x−θ).

Apskat̄ısim a = µe−e−µ(x−Θ)−µ(x−Θ) = µx(− ln(x)), tad
{

u′ = −u + a · v,

v′ = a · u− v.
(2.8)

Mēs iegūstam no x = e−e−µ(x−θ)

ar logaritmēšanu ln(− ln(x)) = −µ(x−θ).

Attiec̄ıbā uz θ un x ∈ (0, 1) mēs iegūstam formulu (2.9)

θ = x +
1

µ
ln(− ln(x)). (2.9)

Funkcijas θ (2.9) grafiks tiek attēlots 2.3. z̄ımējumā.

0.0 0.5 1.0

x

2
4

6
8Μ

0.0

0.5

2.3. z̄ım. θ atkar̄ıba kritiskajam punktam (x, x) no µ.

2.4. z̄ımējumā tiek vizuālizēta θ atkar̄ıba dažādam µ vērt̄ıbam. Redzams,

ka dažiem µ un θ ir attiec̄ıgi viens, divi vai tr̄ıs kritiskie punkti.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-3

-2

-1

1

2

3
Q

a)θ atkar̄ıbā no x , kad

µ = 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x
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0.5
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Q

b)θ atkar̄ıbā no x , kad

µ = e

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x
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0.4

0.5

0.6
Q

c)θ atkar̄ıbā no x , kad

µ = 7

2.4. z̄ım.

Apskat̄ısim otro un trešo attēlu 2.4. z̄ımējumā. Ir intervāls, kurā θ(x)

palielinās. Analizēsim šo.
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Tātad

θ′(x) = 1 +
1

µ

1

x ln x
(2.10)

un θ′(x) = 0, ja
1

x ln x
= −µ. (2.11)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-14
-12
-10
-8
-6
-4
-2

1

x lnHxL

2.5. z̄ım. 1
x ln x grafiks

Funkcija θ′(x) > 0, ja 1
x ln x > −µ. Apz̄ımēsim vienādojuma (2.11)

atrisinājumus ar x1(µ) un x2(µ) attiec̄ıgi. Horizontālā punktētā l̄ınija 2.5.

z̄ımējumā attiecas uz −µ un divas vertikālās pārtrauktas l̄ınijas attiecas uz

x1(µ) un x2(µ).

Apskat̄ısim

θ1(µ) = x1(µ) +
1

µ
ln(− ln(x1(µ)))

un

θ2(µ) = x2(µ) +
1

µ
ln(− ln(x2(µ))).

2 4 6 8 10
Μ

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Q

2.6. z̄ım. θ1(µ) un θ2(µ) grafiki kopā.

Apgabals Ω starp θ1(µ) (apakšējā atzara) un θ2(µ) (augšējā atzara) at-

bilst trim sistēmas kritiskajiem punktiem, tas ir, (µ, θ) ∈ Ω ir tieši tr̄ıs
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kritiskie punkti.

Linearizētajai sistēmai (2.7) rakstur̄ıgais vienādojums ir

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣
−1− λ a

a −1− λ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
−1− λ µx(− ln(x))

µx(− ln(x)) −1− λ

∣∣∣∣∣ =

= (−1− λ)2 − µ2x2(− ln(x))2 = 0 (2.12)

vai λ = −1 ± a. Tāpēc λ1 = −1 − a vienmēr ir negat̄ıvs un λ2 = −1 + a.

Ir tr̄ıs kritisko punktu iespējas:

1. Ja λ2 < 0, tad (x, x) ir stabils mezgls;

2. Ja λ2 = 0, tad (x, x) ir stabils deǧenerēts punkts;

3. Ja λ2 > 0, tad (x, x) ir sedlu punkts.

Rakstur̄ıgā vienādojuma (2.12) saknes atkar̄ıbā no x un x = e−e−µ(x−θ)

atkar̄ıbā no θ (dotam µ) tiek attēlotas 2.7. z̄ımējumā, kur a) gad̄ıjumā

µ ∈ (0, e), b) gad̄ıjumā µ = e un c) gad̄ıjumā µ ∈ (e, +∞). Nepārtraukta

l̄ınija ir λ2 = −1+µx(− ln(x)), pārtraukta l̄ınija ir λ1 = −1−µx(− ln(x)).
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a) µ = 2
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b) µ = e
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x
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c) µ = 5

2.7. z̄ım.

Mēs novērojām, ka sistēmas (2.2) atraktori ir vai nu stabili mezgli, vai

deǧenerēti punkti ar λ1 < 0, λ2 = 0.

1. apgalvojums. Sistēmai (2.2) nevar būt fokusa tipa kritiskie punkti.

No (2.3) izriet, ka λ = −1±µx(− ln(x)) un λ nevar būt komplekss skaitlis.

1. teorēma. Sistēmai (2.2) ir četri gad̄ıjumi:

1. Eksistē tieši viens stabila mezgla tipa kritiskais punkts.
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2. Eksistē vien̄ıgais kritiskais punkts ar λ1 < 0, λ2 = 0. Tas ir deǧenerēts

stabils kritiskais punkts.

3. Ir tieši divi kritiskie punkti, viens no tiem ir stabils mezgls, otrs ir

deǧenerēts stabils kritiskais punkts.

4. Ir tieši tr̄ıs kritiskie punkti. Sānu kritiskie punkti ir stabili mezgli,

viduspunkts ir sedlu punkts.
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2.8. z̄ım. 1. teorēmas vizualizācija.

1. piemērs.
Aplūkosim µ = 3 un θ = 0.3. Ir attiec̄ıgi viens kritiskais punkts

(0.8, 0.8). Sistēmas (2.3) fāzu portrets vienam kritiskajam punktam ir
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2.9. z̄ım. Kritiskais punkts ir stabils mezgls (λ1 < 0, λ2 < 0).

2. piemērs.
Aplūkosim µ = 4.15 un θ = 0.3. Ir divi kritiskie punkti attiec̄ıgi

(0.93, 0.93) un (0.11, 0.11). Sistēmas (2.3) fāzu portrets diviem kritiska-
jiem punktiem ir
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2.10. z̄ım. Pirmais punkts ir deǧenerēts stabils kritiskais punkts, otrais ir stabils mezgls.

3. piemērs. Aplūkosim µ = 5 un θ = 0.3. Ir attiec̄ıgi tr̄ıs kritiskie
punkti (0.02, 0.02), (0.21, 0.21), (0.96, 0.96). Sistēmas (2.3) fāzu portrets
trim kritiskajiem punktiem ir
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2.11. z̄ım. Sānu kritiskie punkti ir stabili mezgli, viduspunkts ir sedlu punkts.

2.3.1 Rezultātu apkopošana

Mēs esam definējuši apgabalu Ω plaknē (µ, θ) ar šādām ı̄paš̄ıbām:

• ja (µ, θ) ∈ Ω tad ir tieši tr̄ıs kritiskie punkti ar šādām ı̄paš̄ıbām - divi
sānu kritiskie punkti ir stabili mezgli, vidējais (centrālais) punkts ir
sedlu punkts;

• ja (µ, θ) ∈ ∂Ω, tad ir tieši divi kritiskie punkti ar ı̄paš̄ıbām - pirmais
kritiskais punkts ir stabils mezgls, otrais ir deǧenerēts punkts (λ1 <

0, λ2 = 0);

• ja (µ, θ) ∈ Q \ Ω tad ar ı̄paš̄ıbu ir tieši viens kritiskais punkts - tas ir
stabils mezgls;

• ∂Ω apakšējo un augšējo atzaru kop̄ıgais punkts atbilst vien̄ıgajam kri-
tiskajam punktam ar λ1 < 0, λ2 = 0, kas attēlots 2.15. z̄ımējumā
[2].

2.4 Mijiedarb̄ıba

Mijiedarb̄ıbas veidu raksturo tā sauktā regulējošā matrica W = (wij).
Regulējošās matricas elementiem var būt jebkuras vērt̄ıbas. Parasti sistēma,
kas modelē gēnu regulējošo t̄ıklu mijiedarb̄ıbu un evolūciju, ir (2.3), kur
f(z) ir sigmoidāla funkcija. Atkar̄ıbā no θi parametriem un no regulējošās
matricas elementiem wij
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W =

(
w11 w12

w21 w22

)
.

pastāv četri mijiedarb̄ıbas veidi.

A gad̄ıjums: Aktivizēšana. Regulējošā matrica šim gad̄ıjumam ir formā

W =

( ∗ +
+ ∗

)
,

kur elementi w12 un w21 ir pozit̄ıvi, bet elementiem w11 un w22 var būt
jebkura vērt̄ıba.
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2.12. z̄ım. Visu aktivizēšanas gad̄ıjumu vizualizācija.

B gad̄ıjums: Inhib̄ıcija. Regulējošā matrica šim gad̄ıjumam ir formā

W =

( ∗ −
− ∗

)
,

kur elementi w12 un w21 ir negat̄ıvi, bet elementiem w11 un w22 var būt
jebkura vērt̄ıba.
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2.13. z̄ım. Visu inhib̄ıcijas gad̄ıjumu vizualizācija.

C gad̄ıjums: Aktivizēšana - Inhib̄ıcija. Regulējošā matrica šim gad̄ıjumam
ir formā

W =

( ∗ +
− ∗

)
,
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kur elements w12 ir pozit̄ıvs un w21 ir negat̄ıvs, bet elementiem w11 un w22

var būt jebkura vērt̄ıba.
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2.14. z̄ım. Visu aktivizēšanas - inhib̄ıcijas gad̄ıjumu vizualizācija.

D gad̄ıjums: Inhib̄ıcija - Aktivizēšana. Regulējošā matrica šim gad̄ıjumam
ir formā

W =

( ∗ −
+ ∗

)
,

kur elements w12 ir negat̄ıvs un w21 ir pozit̄ıvs, bet elementiem w11 un w22

var būt jebkura vērt̄ıba.
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2.15. z̄ım. Visu inhib̄ıcijas - aktivizēšanas gad̄ıjumu vizualizācija.

Ja µ ir pietiekami liels, GRT diferenciālās sistēmas izokl̄ınam ir Z forma.
Parametrs µ ir atbild̄ıgs par Z leņķa asumu. Parametrs θ ir atbild̄ıgs par
sigmōıdalās funkcijas grafika nob̄ıdi, bet regulējošās matricas wij elementi
ir atbild̄ıgi par figurālo formu.

2. apgalvojums. Funkcijai

x1 = f(w11x1 + w12x2 − θ1) (2.13)

izpildās

x2 → +∞, x1 = f(w11x1 + w12x2 − θ1) → 1;
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x2 → −∞, x1 = f(w11x1 + w12x2 − θ1) → 0.

3. apgalvojums. Funkcijai

x2 = f(w21x1 + w22x2 − θ2) (2.14)

izpildās

x1 → +∞, x2 = f(w21x1 + w22x2 − θ2) → 1;

x1 → −∞, x2 = f(w21x1 + w22x2 − θ2) → 0.

Secinājums. Sistēmai (2.2) eksistē vismaz viens kritiskais punkts.

4. apgalvojums. Sistēmai (2.2) visi kritiskie punkti (x, y) atrodas
apgabalā (0, 1)× (0, 1).

5. apgalvojums. Sistēmai (2.2) izokl̄ınu pieskares punktos viens rak-
stur̄ıgs skaitlis ir nulle.

2.4.1 A gad̄ıjums: Aktivizēšana

Mēs aplūkojam maksimālo kritisko punktu (l̄ıdzsvara stāvokļu) skaitu,

piemēram, gad̄ıjumā ar regulējošo matricu W=

(
+ +
+ +

)
.

Sigmoidālajai funkcijai f = e−e−µz

un konkrētajai regulējošās matricas

izvēlei W=

(
10 5
2 3

)
sistēma ir





dx1

dt
= e−e−µ(10x1+5x2−θ1) − x1,

dx2

dt
= e−e−µ(2x1+3x2−θ2) − x2.

(2.15)

Tiek pieņemts, ka f(z) ir atkar̄ıgs ar̄ı no parametra µ, kas regulē f

grafika stāvumu. Mēs vēlamies norād̄ıt sistēmas (2.15) vispār̄ıgās ı̄paš̄ıbas.
Š̄ıs sistēmas kritiskie punkti ir sistēmas (2.16) atrisinājumi





x1 = e−e−µ(10x1+5x2−θ1)

,

x2 = e−e−µ(2x1+3x2−θ2)

.

(2.16)
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Sistēmas (2.15) divas izokl̄ınas ir attēlotas 2.16. z̄ımējumā.

1 2 3

4
5

6

7 8 9
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2.16. z̄ım. Sistēmas (2.15) grafiks deviņiem kritiskajiem punktiem: µ = 20, θ1 = 6,

θ2 = 2.5, w11 = 10, w12 = 5, w21 = 2, w22 = 3.

• 1. kritiskā punkta (0, 0) veids ir stabils mezgls (λ1 = −1, λ2 = −1).

• 2. kritiskā punkta (0.6, 0) veids ir sedlu punkts (λ1 = −1, λ2 = 59.96).

• 3. kritiskā punkta (1, 0) veids ir stabils mezgls (λ1 = −1, λ2 = −1).

• 4. kritiskā punkta (1, 0.16) veids ir sedlu punkts (λ1 = −1, λ2 =
16.41).

• 5. kritiskā punkta (0.26, 0.67) veids ir nestabils mezgls (λ1 = 75.3, λ2 =
8.8).

• 6. kritiskā punkta (0, 0.87) veids ir sedlu punkts (λ1 = −1, λ2 = 6.5).

• 7. kritiskā punkta (0, 0.99) veids ir stabils mezgls (λ1 = −1, λ2 =
−0.99).

• 8. kritiskā punkta (0.1, 0.99) veids ir sedlu punkts (λ1 = −0.99, λ2 =
43.9).

• 9. kritiskā punkta (1, 1) veids ir stabils mezgls (λ1 = −1, λ2 = −0.9).

Lai apstiprinātu anal̄ızes rezultātus, sniedzam sistēmas (2.15) fāzu portretu.
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2.17. z̄ım. Sistēmas (2.15) fāzu portrets deviņiem kritiskajiem punktiem: µ = 20, θ1 = 6,

θ2 = 2.5, w11 = 10, w12 = 5, w21 = 2, w22 = 3.

B, C un D gad̄ıjumus var aplūkot l̄ıdz̄ıgi.

2.4.2 Rezultātu apkopošana

Vienkāršā divdimensiju diferenciālvienādojumu sistēmā, kas modelē divu
elementu t̄ıklu, ir iespējami deviņi kritiskie punkti. Šajā gad̄ıjumā kritisko
punktu kopa sastāv no četriem stabiliem mezgliem, četriem sedlu punktiem
un viena nestabila mezgla. Atraktors šai sistēmai izvēlētajām parametru
vērt̄ıbām sastāv no četriem kritiskajiem punktiem (1, 3, 7, 9).

3 Gēnu un neironu t̄ıklu matemātiskā modelēšana ar

parastajiem diferenciālvienādojumiem

Šajā darbā mēs pētām neironu t̄ıklus, ko sauc ar̄ı par māksl̄ıgajiem
neironu t̄ıkliem, un to matemātiskos modeļus, izmantojot parastos difer-
enciālvienādojumus. MNT izpētes motivācija bija mēǧinājumi izprast
cilvēka smadzeņu darb̄ıbas principus un organizāciju. Radās izpratne,
ka cilvēka smadzenes darbojas savādāk nekā digitālie datori. Tās efek-
tivitāti nosaka augstā sarežǧ̄ıt̄ıba, nelineārs regulēšanas veids un darb̄ıbu
paralēlisms. Cilvēka smadzeņu elementus sauca par neironiem. Šie el-
ementi veic aprēķinus vēl ātrāk nekā ātrākie digitālie datori. Cilvēka
smadzenes spēj uztvert informāciju par vidi attēlu veidā, turklāt tās spēj
apstrādāt saņemto informāciju, kas nepieciešama mijiedarb̄ıbai ar vidi.
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Piedzimstot cilvēka smadzenēm ir gatava māc̄ı̌sanās struktūra, kas pa-
z̄ıstamos terminos tiek saprasta kā pieredze. Tātad neironu t̄ıkli ir paredzēti,
lai modelētu veidu, kādā cilvēka smadzenes risina parastas problēmas un
veic noteiktu uzdevumu. Īpaša interese par MNT ir saist̄ıta ar faktu, ka
svar̄ıga neironu t̄ıklu grupa veic uzdevumus, kas nepieciešami, lai māc̄ıbu
procesā atrisinātu problēmu aprēķinus. Tātad, sekojot [18], MNT var
iedomāties kā paralēli izplat̄ıtu procesoru, kas sastāv no vienkāršām ap-
strādes vien̄ıbām, kas spēj iegūt pieredzes zināšanas un padar̄ıt tās pieeja-
mas lietošanai.

Māksl̄ıgie neironu t̄ıkli sastāv no vairākiem savienotiem elementiem.
“Katram neironam ir sigmōıdu pārneses funkcija un nepārtraukta, pozit̄ıva
un ierobežota izvades aktivitāte, kas att̄ıstās atbilstoši t̄ıklos veikto darb̄ıbu
svērtajām summām. Neironu t̄ıklus ar patvaļ̄ıgiem savienojumiem bieži
sauc par rekurentiem t̄ıkliem” [12]. Joprojām nav izvirz̄ıti nekādi nosac̄ıjumi
sinaptisko vērt̄ıbu ierobežošanai. Pastāv divu veidu atkārtotie neironu
t̄ıkli: diskrēta laika atkārtoti neironu t̄ıkli un nepārtraukta laika t̄ıkli.
Nepārtrauktā laika atkārtotā neironu t̄ıkla dinamiku ar n vien̄ıbām var
aprakst̄ıt ar parasto diferenciālvienādojumu sistēmu [16])

x′i = −bixi + fi(Σaijxj) + Ii(t), (3.1)

kur xi ir i-tās vien̄ıbas iekšējais stāvoklis, bi ir i-tās vien̄ıbas laika konstante,
aij ir savienojuma svari, Ii(t) ir i-tās vien̄ıbas ievade, un fi(Σaijxj) ir i-tās
vien̄ıbas atbildes funkcija. Parasti f tiek uzskat̄ıta par sigmoidālu funkciju.
Ir noteiktas atbildes funkcijas, kas nav negat̄ıvas. Piemēram, [14] tika
izmantotas funkcijas fi(z) = (1+exp(µi(z−θi))

−1. Vispār̄ıgākus gad̄ıjumus
sistēma var modelēt, izmantojot funkciju fi(z) = tanh(aiz − θi), kas ņem
vērt̄ıbas atvērtajā intervālā (−1, 1). Ja rekurentie neironu t̄ıkli bez ievades
tiek izskat̄ıti, var apskat̄ıt sistēmu

x′i = fi(Σ(aijxj − θi))− bixi. (3.2)

Matemātiskais modelis, izmantojot parastos diferenciālvienādojumus, ir





dx1

dt
= 2

1

1 + e(a11x1+a12x2+a13xn−θ1)
− 1− b1x1,

dx2

dt
= 2

1

1 + e(a21x1+a22x2+aw23xn−θ2)
− 1− b2x2,

dx3

dt
= 2

1

1 + e(a31x1+a32x2+a33x3−θ3)
− 1− b3x3.

(3.3)
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To pašu sistēmu var uzrakst̄ıt kā ([60])




x′1 = tanh(a11x1 + a12x2 + a13x3 − θ1)− b1x1,

x′2 = tanh(a21x1 + a22x2 + a23x3 − θ2)− b2x2,

x′3 = tanh(a31x1 + a32x2 + a33x3 − θ3)− b3x3.

(3.4)

Š̄ı 3D t̄ıkla elementus sauc par neironiem. Savienojumi starp tiem ir
sinapses (vai nervi). Ir algoritms, kas apraksta, kā impulsi tiek izplat̄ıti
t̄ıklā. Iepriekš minētajā model̄ı šo algoritmu kodē matrica

W =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 . (3.5)

Katrs neirons pieņem signālus no citiem un rada vienu izvadi. To, cik
lielā mērā neirona i ievadi nosaka neirona j izvade, raksturo tā izvade un
sinaptiskais svars aij. Dinamiskā evolūcija noved pie sistēmas (3.4) atrak-
toriem, un tas tika eksperimentāli novērots neironu sistēmās. Teorētiskajā
modelēšanā uzsvars tiek likts uz sistēmas atraktoriem. Mēs vēlamies tos
izpēt̄ıt sistēmai (3.4).

L̄ıdz̄ıgas sistēmas rodas ǧenētisko regulējošo t̄ıklu teorijā. Atšķir̄ıba ir
tāda, ka nelinearitāti attēlo pozit̄ıvi novērtēta sigmoidāla funkcija. Viena
no šādām sistēmām ir





dx1

dt
=

1

1 + e−µ1(a11x1+a12x2+a13xn−θ1)
− b1x1,

dx2

dt
=

1

1 + e−µ2(a21x1+a22x2+a23xn−θ2)
− b2x2,

dx3

dt
=

1

1 + e−µ3(a31x1+a32x2+a33x3−θ3)
− b3x3.

(3.6)

Sistēmas veidā (3.6) iepriekš pēt̄ıja daudzi autori. Ieinteresēts las̄ıtājs var
iepaz̄ıties ar darbiem ( [58], [64], [17], [8], [2], [63]). L̄ıdz̄ıgas sistēmas
parādās telekomunikāciju t̄ıklu teorijā.

Šajā sadaļā mēs pētām dažādus sistēmas (3.4) dinamiskos rež̄ımus, ku-
rus var novērot dažādos apstākļos. Vispirms mēs runājam par kritiskajiem
punktiem sistēmai (3.4) un novērtējam to skaitu. Tad mēs koncentrējamies
uz periodiskiem rež̄ımiem un pētām to pievilc̄ıbas ı̄paš̄ıbu citām trajek-
torijām. To var izdar̄ıt, ievērojot dažus ierobežojumus, sistēmām ar sal̄ıdzinoši
augstu izmēru. Tiek prezentēti ar̄ı haotiskas uzved̄ıbas pierād̄ıjumi.
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3.1 Provizoriskie rezultāti

3.1.1 Invarianta kopa

Apskat̄ısim 3D sistēmu (3.4).

6. apgalvojums. Sistēmai (3.4) ir invarianta kopa Q3 = {−1
b1

< x1 <
1
b1

, −1
b2

< x2 < 1
b2

, −1
b3

< x3 < 1
b3
}, tas ir, jebkura sistēmas trajektorija, kas

ieiet Q3, no tās nekad neizkļūst. Seko pievilc̄ıgo kopu esamı̄ba Q3.

3.1.2 Nulles izokl̄ınas

Sistēmas nulles izokl̄ınas nosaka attiec̄ıbas




x1 = [tanh(a11x1 + a12x2 + a13x3 − θ1)]/b1,

x2 = [tanh(a21x1 + a22x2 + a23x3 − θ2)]/b2,
x3 = [tanh(a31x1 + a32x2 + a33x3 − θ3)]/b3.

(3.7)

3.2 Kritiskie punkti

Sistēmas (3.4) kritiskie punkti ir nulles izokl̄ınu krustpunkti. Tos var
atrast no sistēmas





x1 − [tanh(a11x1 + a12x2 + a13x3 − θ1)]/b1 = 0,
x2 − [tanh(a21x1 + a22x2 + a23x3 − θ2)]/b2 = 0,
x3 − [tanh(a31x1 + a32x2 + a33x3 − θ3)]/b3 = 0.

(3.8)

7. apgalvojums. Visi sistēmas (3.4) kritiskie punkti atrodas invari-
antajā kopā.

Nulles izokl̄ınas atrodas tikai kopā Q3.

8. apgalvojums. Sistēmai (3.4) ir vismaz viens kritiskais punkts.

Piez̄ıme. Kritisko punktu skaits var būt lielāks, l̄ıdz 27, bet ierobežots.
Piez̄ıme. Abi apgalvojumi ir der̄ıgi ar̄ı n-dimensijas gad̄ıjumam.

4. piemērs.
Aplūkosim sistēmu (3.4) ar matricu

W =




1 2 0
−2 1 0
0 0 1


 (3.9)
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un b1 = b2 = b3 = 1, θ1 = 0.8, θ2 = 0.3, θ3 = 0.2. Sistēmai ir viens kritiskais
punkts (−0.162; 0.399; −0.731).
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3.1. z̄ım. Nulles izokl̄ınas sistēmai (3.4) (x1 - sarkans, x2 - zaļ̌s, x3 - zils).

5. piemērs.
Aplūkosim piemēru par vairākiem kritiskajiem punktiem un sistēmu

(3.4) ar matricu

W =




1.5 2 0
−2 1.5 0
0 0 1.5


 (3.10)

un b1 = b2 = b3 = 1, θ1 = 0.7, θ2 = 0.3, θ3 = 0.01.
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3.2. z̄ım. Nulles izokl̄ınas sistēmai (3.4) (x1 - sarkans, x2 - zaļ̌s, x3 - zils).

Ir tr̄ıs kritiskie punkti (−0.067; 0.367; 0.854), (−0.067; 0.367; 0.020) un
(−0.067; 0.367; −0.863).
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3.2.1 Linearizācija kritiskā punkta apkartnē

Linearizēta sistēma jebkuram kritiskajam punktam (x∗1, x
∗
2, x

∗
3) ir





u′1 = −b1u1 + a11g1u1 + a12g1u2 + a13g1u3,
u′2 = −b2u2 + a21g2u1 + a22g2u2 + a23g2u3,

u′3 = −b3u3 + a31g3u1 + a32g3u2 + a33g3u3,

(3.11)

kur

g1 =
4e−2(a11x

∗
1+a12x

∗
2+a13x

∗
3−θ1)

[1 + e−2(a11x∗1+a12x∗2+a13x∗3−θ1)]2
, (3.12)

g2 =
4e−2(a21x

∗
1+a22x

∗
2+a23x

∗
3−θ2)

[1 + e−2(a21x∗1+a22x∗2+a23x∗3−θ2)]2
, (3.13)

g3 =
4e−2(a31x

∗
1+a32x

∗
2+a33x

∗
3−θ3)

[1 + e−2(a31x∗1+a32x∗2+a33x∗3−θ3)]2
, (3.14)

un sistēmas (3.11) koeficientu matrica ir apz̄ımēta ar A. Rakstur̄ıgajam
vienādojumam, kad b1 = b2 = b3 = 1, ir šāda forma

det|A− λI| = −Λ3 + (a11g1 + a22g2 + a33g3)Λ
2 + [g1g2(a12a21 − a11a22)+

+g1g3(a13a31 − a11a33) + g2g3(a23a32 − a22a33)]Λ + g1g2g3(a11a22a33+
+a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31) = 0,

(3.15)
kad Λ = λ + 1.

3.3 Inhib̄ıcija-aktivizēšana

Apskat̄ısim sistēmu




x′1 = tanh(a12x2 + a13x3 − θ1)− x1,
x′2 = tanh(a21x1 + a23x3 − θ2)− x2,

x′3 = tanh(a31x1 + a32x2 − θ3)− x3.

(3.16)

kur a12, a13, a23 ir negat̄ıvi, bet a21, a31, a32 ir pozit̄ıvi elementi.
Mēs apskat̄ısim speciālu gad̄ıjumu, kad

W =




0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0


 (3.17)

θ1 = θ2 = θ3 = θ. Tad sistēmai ir viens vien̄ıgs kritiskais punkts.
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Ieviešam jaunu parametru gi:

g1 =
4e−2(−x2−x3−θ)

[1 + e−2(−x2−x3−θ)]2
, (3.18)

g2 =
4e−2(x1−x3−θ)

[1 + e−2(x1−x3−θ)]2
, (3.19)

g3 =
4e−2(x1+x2−θ)

[1 + e−2(x1+x2−θ)]2
, (3.20)

kuru vērt̄ıbas ir diapazonā (0, 1). Linearizētā sistēma tagad ir





u′1 = −u1 − g1u2 − g1u3,
u′2 = −u2 + g2u1 − g2u3,

u′3 = −u3 + g3u1 + g3u2,

(3.21)

Rakstur̄ıgo vienādojumu var iegūt no

A− λI =

∣∣∣∣∣∣

−1− λ −g1 −g1

g2 −1− λ −g2

g3 g3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
(3.22)

un

det|A− λI| = −λ3 − 3λ2 + (g1g2 + g1g3 + g2g3 − 3)λ
+(g1g2 + g1g3 + g2g3 − 1) = 0.

(3.23)

Rakstur̄ıgie skaitļi ir




λ1 = −1,
λ2 = −1−√g1g2 + g1g3 + g2g3 i,

λ3 = −1 +
√

g1g2 + g1g3 + g2g3 i,

(3.24)

kur i ir imaginārā vien̄ıba (i =
√−1).

9. apgalvojums. Sistēmas (3.16) kritiskais punkts iepriekšminētajos
apstākļos ir 3D fokuss, tas noz̄ımē, izpildās: atlikušajā dimensijā ir divdi-
mensiju apakštelpa ar stabilu fokusu un pievilc̄ıbas ı̄paš̄ıbu.
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4 Sistēmas ar stabiliem periodiskiem atrisinājumiem.

Andronova - Hopfa tipa bifurkācijas.

4.1 2D gad̄ıjums

Vispirms pētām otrās kārtas sistēmu
{

x′1 = tanh(kx1 + bx2 − θ1)− b1x1,

x′2 = tanh(ax1 + kx2 − θ2)− v2x2,
(4.1)

kur b = −a = 2, un k > 0 ir parametri.
Izvēlamies k pietiekami mazu, lai vien̄ıgais kritiskais punkts būtu stabils

fokuss. Pēc tam palielinām k, l̄ıdz stabilais fokuss kļūst nestabils. Tad ap
kritisko punktu paradās periodisks atrisinājums. To sauc par Andronova -
Hopfa bifurkāciju 2D sistēmām.

6. piemērs.
Aplūkosim sistēmu (4.1) ar matricu

W =

(
k 2
−2 k

)
(4.2)

un k = 0.7, b1 = b2 = 1, θ1 = 0.2, θ2 = 0.4.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0
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0.5

1.0

x1

x2

4.1. z̄ım. Nulles izokl̄ınas un vektoru lauks sistēmai (4.1) (x1 - zils, x2 - sarkans).

Ir viens kritiskais punkts - stabils fokuss. Ja main̄ıt parametru k, sta-
bilais fokuss pārvēršas par nestabilu. Tad ap kritisko punktu parādās pe-
riodisks atrisinājums.
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7. piemērs.
Aplūkosim sistēmu (4.1) ar matricu

W =

(
k 2
−2 k

)
(4.3)

un k = 1.2, b1 = b2 = 1, θ1 = 0.2, θ2 = 0.4.
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4.2. z̄ım. Robežcikls sistēmā (4.1) ( x1 - zils, x2 - sarkans).

4.2 3D gad̄ıjums

Aplūkosim tagad 3D sistēmu ar matricu

W =




k 0 b

0 a22 0
a 0 k


 (4.4)

kur a, b, k ir tādi paši kā 2D sistēmā (4.1). Otro nulles izokl̄ınu nosaka
attiec̄ıba

x2 =
1

b2
tanh(a22x2 − θ2). (4.5)

Atlasam parametrus tā, lai vienādojumam (4.5) būtu tr̄ıs saknes. Tad otrā
nulles izokl̄ına ir tr̄ıs paralēlu plakņu apvienojums.

8. piemērs.
Aplūkosim nulles izokl̄ınas attēlu. Sistēmā (4.5) ir tr̄ıs robežcikli ar

matricu

W =




1.5 0 2
0 2.7 0
−2 0 1.5


 (4.6)
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un b1 = b2 = b3 = 1, θ1 = 0.2, θ2 = 0, θ3 = 0.3.
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4.3. z̄ım. Sistēmas nulles izokl̄ınas (4.5) ar regulējošo matricu (4.6).
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4.4. z̄ım. Tr̄ıs robežcikli sistēmai (4.5) ar regulējošo matricu (4.6).

4.3 MNT kontrole un vad̄ıba

Pirmais citāts no [61]: “MNT modeļus nosaka tr̄ıs galvenie objekti: pašu
neironu modeļi, tas ir, mezgla ı̄paš̄ıbas; sinaptisko attiec̄ıbu un struktūru
modeļi, t.i., t̄ıkla topoloǧija un svari; un apmāc̄ıbas vai māc̄ı̌sanās noteikumi,
tas ir, svara pielāgošanas metode vai veids, kā t̄ıkls interpretē saņemto in-
formāciju.”

Šajā sadaļā mēs apspriežam problēmu, kas saist̄ıta ar sistēmas (3.4)
trajektoriju uzved̄ıbas main̄ı̌sanu. To var interpretēt kā daļēju sistēmas
kontroli. Sistēmas parametri ir koeficienti aij, vērt̄ıbas θi un bi lineārajā
daļā. Sistēmas ı̄paš̄ıbas var main̄ıt, mainot jebkuru no iepriekšminētajiem
parametriem.

Mēs vēlamies parād̄ıt, kā sistēmu veidā (3.4) var modificēt tā, lai tra-
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jektorijas sāktu orientēties uz dažiem no norād̄ıtajiem atraktoriem. Lai
to izdar̄ıtu, aplūkosim sistēmu (3.4), kurai ir tr̄ıs robežcikli kā atrak-
tori. To var izdar̄ıt tr̄ıs darb̄ıbās: 1) 3D matricas A četros stūros ievieto
2D regulējošās matricas elementus, kas atbilst 2D sistēmai ar ierobežoto
ciklu L; 2) izvēlēties 3D matricas A vidējo elementu, lai vienādojumam
x2 = tanh(a22x2 − θ2) attiec̄ıbā pret x2 būtu tieši tr̄ıs saknes r1 < r2 < r3;
3) četras atlikušās aij vērt̄ıbas aizvietojam ar nulli. Aizvietosim ar̄ı bi ar
vieninieku. Kad šie sagatavošanās darbi būs pabeigti, otrā nulles izokl̄ına
būs tr̄ıs paralēlas plaknes Pi, kas iet caur x2 = ri, i = 1, 2, 3. Katra no š̄ım
plaknēm sastāvēs no robežcikla. Divpusēji ierobežojumu cikli piesaist̄ıs
trajektorijas no viņu apkaimes. Vidējais robežcikls piesaist̄ıs tikai trajek-
torijas, kas atrodas P2 plaknē.

Tagad atrisināsim kontroles problēmu. Lai robežcikls pie P3 ir nosac̄ıti
“slikts”. Problēma ir main̄ıt sistēmu tā, lai visas trajektorijas Q3 tiktu
piesaist̄ıtas robežciklam, kas procesa sākumā atradās plaknē P1. Šāda veida
problēmas var rasties bieži. Darbā [63] l̄ıdz̄ıga problēma tika aplūkota
matemātiski attiec̄ıbā uz ǧenētiskajiem t̄ıkliem.

Risinājums. Mainiet θ2, lai vienādojumam x2 = tanh(a22x2 − θ2)
tagad būtu viena vien̄ıga sakne netālu no otrās nulles izokl̄ınas, tagad
ir plakne, kas iet tuvu r1. Š̄ı darb̄ıba ir iespējama, jo tanh(a22x2 − θ2)
grafiks ir sigmoidāls, un θ2 maiņa noz̄ımē sākotnējās plaknes P1 nob̄ıdi abos
virzienos. Pēc tam paliek tikai viens atraktors (ierobežots cikls). Problēma
ir atrisināta.

4.4 Rezultātu apkopošana

Sistēmas veidā (3.3) atrisinājumu uzved̄ıba ir ļoti atkar̄ıga no regulējošas
matricas W struktūras. Jebkurai sistēmai (3.3) ir vismaz viens kritiskais
punkts apgabalā D = (−1

b1
, 1

b1
) × (−1

b2
, 1

b2
) × (−1

b3
, 1

b3
). Neviena sistēmas (3.3)

trajektorija nevar iziet ārā no š̄ı apgabala. Ir iespējami vairāki kritiskie
punkti. Var rasties stabili mezgli, stabili un nestabili 3D fokusi un sedlu
punkti.
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5 Secinājumi

Darbs ir velt̄ıts parasto diferenciālvienādojumu sistēmu izpētei, kas ro-
das GRT un MNT matemātiskajos modeļos.

Promocijas darba galvenie rezultāti ir:

• fāzu plaknes anal̄ıze divdimensiju GRT sistēmai ar Gomperca neli-
nearitāti, skaitot kritiskos punktus un to raksturlielumus;

• formulas kritisko punktu linearizācijai un anal̄ızei GRN un ANN
sistēmās;

• robežciklu piemēri GRN un ANN sistēmās;

• ANN sistēmu pamat̄ıpaš̄ıbas ar hiperboliskā pieskares funkcijas nelin-
earitāti;

• GRN un ANN sistēmu sal̄ıdzinājums;

• GRN un ANN sistēmu kritisko punktu lokālā anal̄ıze otrajai un trešajai
dimensijai;

• nulles izokl̄ınu grafiskie attēlojumi daudzos gad̄ıjumos, kas attiecas uz
pēt̄ıjumu;

• GRN un ANN sistēmu risinājumu jut̄ıgā atkar̄ıba (sensitive depen-
dence), aprēķinot Ļapunova eksponentus;

• divdimensiju inhib̄ıjošo GRN sistēmu kontrole;

• kontrole, mainot parametrus sistēmās ar hiperbolisko tangensu kā ne-
linearitāti.
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Diāna Ogorelova. Bioloǧisko t̄ıklu dinamiskie modeļi. Promocijas darba
kopsavilkums. Daugavpils: Daugavpils Universitātes Akadēmiskais apgāds
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