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VISPARIGA INFORMACIJA PAR DARBU

Promocijas darbs ir veltits parasto diferencialvienadojumu sistemu
izpétei, kas rodas sarezgitu tiklu teorija. Genu regulésanas tikli un maksligie
neironu tikli ir sada veida tikli.

Atslegvardi: genu regulesanas tikli, maksligie neironu tikli, matematiska
modelesana, fazes portrets, periodiski atrisinajumi, atraktori.

Petijjuma objekts: noteikta parasto diferencialvienadojumu sistemu
klase. Stm sistemam ir Tpasas kvazilinearas struktiiras, un tas satur gan

linearas, gan nelinearas dalas. Nelinearo dalu attelo sigmoidalas funkcijas.

Petijjuma merkis: ir izpetit vienu parasto diferencialvienadojumu
sistemu klasi, kas rodas genu tiklu un maksligo neironu tiklu teorija.
Sis sistémas sastav no nelinearam un linearam dalam. Nelinearo dalu
reprezente sigmoidalas funkcijas, no kuram darba izmantotas Gomperca
funkcija un hiperboliska tangensa funkcija. Ipasa uzmaniba tiek pieversta
atraktoru 1pasibu izpetei, sistemu evoliicijas analizei un risinajumu uzvedibas

prognozesanal.
Pétijjuma uzdevumi:

e formulet parasto diferencialvienadojumu (PDV) sistému modelésanai

un izmantot Gomperca funkciju ka nelinearitati;

e iegut genetiski regulejoso tikla (GRT) tipa sistemu formulas kritisko

punktu izpetei;

e salidzinat rezultatus GRT sistemam, izmantojot Gomperca funkciju,

ar lidzigam sistemam, kuras izmanto citas sigmoidalas funkcijas;

e GRT sistemam iegutos rezultatus parnest uz sistemam, kas rodas
maksligo neironu tiklu (MNT) teorija un satur hiperbolisko tangensu
ka nelinearitati;

e salidzinat iegutos rezultatus GRT sistemam ar rezultatiem, kas iegtiti

MNT sistemam,;



e salidzinat periodisko atraktoru piemeru rezultatus GRT un MNT

sistemas;

e pieradit periodisku atraktoru eksistenci GRT un MNT sistemam, kon-

centrejoties uz abu sistemu Iidzibu;

e pieradit periodisko atraktoru eksistenci otras, tresas un augstakas
kartas GRT un MNT sistemam,;

e izpetit risinajumu sensitivu atkaribu no MNT sistemam, aprekinot

Lapunova eksponentes;

e sniegt dazus noverojumus un piezimes par GRT un MNT sistemu

vadamibas un parvaldibas problemu.

Petijjuma metodes: petijuma tiek izmantotas dazadas sigmoidalo

funkciju analizes metodes un panémieni, pieméram,

e kritisko punktu linearizacija un lokala analize;

e periodisku atraktoru konstruesana, izmantojot Andronova—Hopfa bi-

furkaciju no stabila fokusa;

e veidot augstakas dimensijas sistemas, izmantojot maza izmera blokus,

un pec tam apvienot sistémas, pievienojot jaunus elementus;
e fazes plaknes un fazes telpu geometriska analize, nemot vera izoklinas;

e fazu telpas un vektoru lauku analize, kas saistiti ar GRT un MNT

sistemam, attieciba uz invariantam kopam;

e risinajumu sensitivas atkaribas noteiksana no GRT un MN'T sistemam,

aprekinot Lapunova eksponentes;

e plasa skaitlisko eksperimentu izmantosana, petot GRT un MNT sistemas.
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1 Ievads

Saja darba aplikojam problemas, kas rodas tiklu matematiskaja mode-
lesana. Mes koncentrejamies uz genu regulejoso tiklu un maksligo neironu
tiklu modelésanu. Sada veida tikli ir visur. Tie sastav no elementiem,
kurus sauc par mezgliem, un saitem starp mezgliem. Tiklu raksturs var
but atskirigs. Tikli ir sastopami daba, cilveku sabiedriba, burtiski visur.
Tie var but arkartigi lieli, piemeram, astronomisku objektu, zvaigznu,
planetu un galaktiku tikli. Taja pasa laika tie var but loti mazi un
pat neatpazistami, un tos nevar redzet neapbrunotas acis, pieméram,
genu tikli dziva organisma. Lai izprastu tiklu uzbtuvi un darbibas prin-
cipus daba, zinatniekiem vajadzetu savakt milzigus noverojumu rezultatu
kopas. Sie dati ir jaapkopo, jasistematizé, jaanalize un jaklasifice. Briziem
tas ir loti gruts uzdevums. Lai atvieglotu So uzdevumu, var izman-
tot matematisko modelesanu. Ka parasti, matematiskie modeli ir ob-
jekti, kas pastav virtualaja matematikas joma. Sie objekti javeido soli
pa solim, parbaudot to atbilstibu petamajam paradibam. Eksperimenti
javeic modeli, analize ir matematiska, un modela analizei izmantojami
matematiskie instrumenti, kas ir standarta vai raditi tiesi konkretam petijuma
objektam. Sekas tiek registretas, sistematizetas un klasificetas. Hipotezes
tiek formuletas, lai labak izprastu petijjuma objektu. Hipotezes ir japarbauda
un vai nu jaapstiprina, vai janoraida.

Vienkarsus tiklus, piemeram, cilveku grupas, mazas populacijas un
vairakus statiskus objektus, var izpetit, izmantojot grafu teorijas matema-
tisko aparatu. Grafi sastav no virsotnem, skautnem starp virsotnem un gan
virsotnu, gan skautnu raksturlielumiem. Dazreiz grafus var tiesi vizualizet
un analizet. Liela izmera tikliem tas var but sarezgits uzdevums. Ka
piemeru varetu domat par transporta tikliem, industrialo objektu tikliem
utt.

Tiklu struktira un 1pasibas laika gaita var mainities, un tie ir intere-

santakie tikli. Balstoties uz tikla pagatnes analizi un zinot ta galvenos



darbibas principus, var domat par tiklu nakotnes stavoklu prognozesanu.
Atkariba no tikla veida tas var but vissvarigakais izaicinajums.

Lai to ilustretu, aplikosim genetiskus tiklus. Genetisko tiklu eksistence
nebija zinama pirms liela atklajuma geneétikas un biologijas joma kopuma.
Tagad ir zinams, ka genetiskie tikli atrodas jebkura dziva organisma suna.
To var iedomaties ka mezglu kopumu, ko sauc par geniem, kas sazinas sava
starpa. Ka tie to dara? Tie siita zinojumus proteinu veida. Sos zinojumus
pienem citi geni, un viss tikls izstrada kopigas reakcijas. Piemeéram,
genetiskais tikls ir atbildigs par organisma reakciju uz slimibam. Tie regule
svarigakos procesus augosa dzivnieka vai cilveka. To darbibai ir izskirosa
nozime morfogeneze, organisma organu veidoSanas procesa. Genetiku, bio-
logu un zoologu izmeklesanas del plankumi uz leoparda un stremeles uz
tigeriem un zebram, skiet, ir genomikas programmesanas rezultats, un So
1pasibu veidoSanas notiek genu tiklu kontrole.

Vel viens tikla piemers ir milzigs neironu kopums cilveka smadzenes.
Neironi pienem elektriskos signalus no citiem tikla elementiem un rada
savus signalus, kas tiek nodoti talak. Kolektiva reakcija, atra vai ne,
atkariba no situacijas, palidz cilvekam veikt vinam ierastas funkcijas, pie-
meram, darbu, komunikaciju ar sabiedribu, radosu un algoritmiski definetu
problemu risinasanu. Bija parsteidzosi, ka cilveks var viegli atpazit attelus,
kas ir sarezgits uzdevums robotiem un vadamam iericem. Sada veida tikls
pieder pie biologiskajiem neironu tikliem. Joprojam ir daudzas problemas,
kopet cilveka smadzenu darbibu ir novedusi pie maksligiem neironu tikliem.
MNT ir vienibu kolekcija, ko sauc par maksligajiem neironiem. Sis vienibas
ir savienotas. Tie var parraidit pienemtu signalu citam vienibam. Maksligais
neirons sanem signalus un pec apstrades nostita tos citiem ar to saistitiem
neironiem.

Abu veidu tiklu, GRT un MNT, dinamiku var modelét ar parastajiem

diferencialvienadojumiem. Katrs tikla elements ir apzimets ar x;. Ele-
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mentu x; fiziska nozime, protams, atskiras no GRT un MNT. Matematika
ka fundamentala zinatne zina daudzus fizikalo, vai mehanisko, vai kimisko
procesu piemerus, kas pec butibas ir diezgan atskirigi, bet aprakstiti ar
lidzigiem matematiskajiem modeliem. Tas attiecas uz GRN un ANN.
Abiem ir ierobezots, bet, iespejams, loti liels elementu skaits, ko apzimesim
ar x;: katru x; var izmerit ar skaitli (galvenokart iedomatu), ko apzime ar1
x;, bet tas ir atkarigs no laika, x;(t): tatad petnieks nodarbojas ar vairakam
funkcijam, kas ir atkarigas viena no otras. x;(t),i = 1;2; ... veido fazu telpu,
kas matematiski ir Eiklida telpa. Jaapraksta attiecibas starp elementiem
x;. Viens loti aptuvens veids, ka to izdarit, ir definet ta saukto regulejoso
matricu, ko parasti apzime ar W. Ta ir n X n matrica, kur n ir elementu
skaits tikla. Elements w;; ir skaitlis, kas raksturo elementa z; ietekmi uz
elementu x;. Vienosanas ir tada, ka matricas W pozitivie elementi nozime
aktivizesanu, negativie nozime apspiesanu (sauktu art par inhibiciju), un
nulles vertiba w;; nozime, ka nav nekadas saistibas. Kad Sie sagatavosanas
darbi ir veikti, var izveidot diferencialvienadojumu sistemu, kas apraksta
tikla dinamiku, jo funkcijas z;(t) mainas laika, ieverojot noteikumus, ko
nosaka parasto diferencialvienadojumu sistema. PDV relativas sistemas
izpetes liela nozime ir tada, ka var izmantot matematisko aparatu Sadu
sistému izpetei un prognozet risinajumu x;(t) uzvedibu, kas Sobrid tiek
uzskatiti par risinajumiem parasto diferencialvienadojumu sistema. Ie-
prieks minetas sistemas tika definetas genu regulesanas tikliem un maksligo
neironu tikliem. Aplukojot §is sistemas, mes noverojam zinamu lidzibu.
Tas nozime, ka Sis sistémas var petit vienlaicigi, un iegttos rezultatus par
GRT sistemam var izmantot MNT sistemu petisanai un otradi.

Tas ir dota darba galvenais virziens.
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2 Gomperca funkcija genu regulejoso tiklu modelr
Geénu reguléjoso tiklu teorija diferencialas sistémas ir Sada veida

ST sistema apraksta genu tikla elementu (génu) savstarpejo sakaribu.
Mes izlaizam S§is savstarpejas attiecibas mehanismu un koncentréjamies
uz matematisko aspektu. Funkcija f(z) Saja modell ir nepartraukta,
ierobezota, monotoni augosa funkcija (to sauc par sigmoidalo requléjoso
funkciju). Matrica W sastav no elementiem, kas apraksta attiecibas starp

tiklu mezgliem. Ir dazadas funkcijas f(z), kuram ir velamas ipasibas.

1

1= atbilst prasibam. Arguments z tiek

Piemeram, funkcija f(z) =
aizstats ar z = Yw;jz; — 0, un tas atspogulo gena ievadi ar slieksni 6
x; palielinasanai. No sakuma apskatisim 2 x 2 matricu W, ta sastav no
elementiem, kas nem vertibas no kopas {—1,0,1}. Sada veida sistémas
paradas genu regulesanas teorija. Tiek petita atraktoru struktura.

Sistema (2.1), kas satur n vienadojumus, apraksta maksliga tikla di-
namiku, kas sastav no n elementiem. Tikla elementu savstarpejo sakaribu
apraksta regulejosa matrica W. Pozitivais elements a;; nozime i-ta ele-
menta aktivizesanu ar j-to elementu. Elementa w;; negativa vertiba nozime
inhibiciju, un nulles elements nozime, ka nav attiecibas. Elementa absoluta
vertiba nozime savstarpejas attiecibas intensitati.

Saja darba mes aplikojam tikai divdimensiju gadijumu (tiklu ar diviem

elementiem). Reguléjosa matrica, kas atbilst aktivizesanai, ir

0 1
W= ,

un §1s gadijums tika detalizeti izpetits. Inhibicijas matrica ir
0 -1
W = :
-1 0

12



un sistémas (2.2)) uzvediba 8aja gadijjuma ir visparzinama. Abos gadijumos
atraktori ir stabili kritiskie punkti (stabili mezgli), un kritisko punktu skaits
ir ne vairak ka tris.

Sistema forma (2.2) paradas génu regulesanas teorija [2]. Tika minéts,
ka sadas struktiras sistéma var rasties arl telekomunikaciju tiklu teorija.
Tad elementi x1, 9, ... apzimeé sazinas kermenu parus, un regulejoso ma-
tricu elementi var atskirties pec absolitam vertibam un zimem.

Mes velamies izskatit visus gadijumus. Tapec mes pielaujam jebkurus el-
ementus W. Tika konstatets, ka tad kritisko punktu skaits var palielinaties.
Mes sniedzam pilnu iespejamo uzvedibas veidu klasifikaciju. Turklat mes
sniedzam piemerus dazadam matricam W, attiecigajam kritisko punktu
kopam un to raksturotajiem. Ja iesp€jams, tiek nodrosinats tipisks fazes

portrets.

2.1 Sistema
Divkomponentu genu regulesanas tiklus apraksta diferenciala sistema

{ ] = f(wiiry + wigzy — 01) — x4, (29)

kur f(z) ir sigmoidala funkcija.

1. definicija. Funkcija tiek saukta par sigmoidalu, ja izpildas Sade
nosaciyjumsi.

1. f(x) monotoni palielinas no 0 lidz 1, x € R;

2. Tam ir tiesi viens parliekuma punkts.

1

Viens sigmoidalas funkcijas piemers ir logistikas funkcija f(2) = —==.

St funkcija tiek izmantota matematiskajos modelos, kas petiti darbos [7],
9], [22).

13



Vel viens sigmoidalas funkcijas piemers ir Gomperca (Gompertz) funkeci-
ja, un mes to petisim Saja darba. Sigmoidala funkcija f(x), tas pirma f'(x)
un otra f”(x) atvasinajuma grafiki tiek atteloti 2.1(b) attela ar parametru

@=6,5un 6 = 0,3 vertibam. To ierobezo 1, un ta monotoni pieaug.

f(x)

10
B
I
08 0 4 5
: "
J Y
. 5
: '
06, J 5
5- 4 5
J
.

-
4"
-
=

-~

a) Sigmoidala funkcija Nepartraukta Iija - f(x), Partraukta
Imija - f'(x), punkteta Iija - f”(z)

2.1. zim.
Apskatisim Gomperca funkciju f(z) = e=¢"". Si funkcija ir sigmoidala
péc 1. definicijas.
Sistema paplasinata forma ir
( % _ e_e—u(w11w1+w12w2—91) o
dt b
. (2.3)
@ _ B,efﬂ(w21xl+w22x2*92) o
dt 2,

kur g un 6 ir pozitivi parametri. Miusu merkis ir izpetit §is sistemas fazes

portretu un atraktoru kopas.

2.2 Kritisko punktu sistema

Tiek pienemts, ka f(z) ir atkarigs arl no parametra pu, kas regule f
grafika stavumu. Mes velamies noradit visparigas sistemas (2.3) 1paSibas.

Sis sistemas kritiskie punkti ir sistemas (2.4) atrisinajumi

0= efefu(rzfe) 1
{ O=e¢""" — 2 24



1. lemma. Jebkuram kritiskajam punktam ir forma (x,z). Tapéc

kritiska punkta koordinata x tiek noteikta no

r = f(x). (2.5)

Grafiki y = f(z) un y = f~!(x) ir paraditi 2.2. ziméjuma.

a) 0 =0.3, u=0.3, b) 6 = 0.3, u ~ 4.15, ¢) =03, u=5,

1 kritiskais punkts 2 kritiskie punkti 3 kritiskie punkti
2.2. zim.

Nevienadiba pu < e, kur e = 2,7182818284..., tiek attelota 2.2.(a).
zimejuma, savukart nevienadibu p > e tiek attelota 2.2.(c). zimejuma.

Ir skaidrs, ka dazam parametru vertibam ir tiesi viens kritiskais punkts
un dazam g un @ vertibam ir tris punkti. Ka starpstavoklis mums ir
2.2.(b). zimejuma ar tiesi diviem kritiskajiem punktiem. Musu merkis ir
noskaidrot, kuras parametru vertibas atbilst 1, 2 vai 3 kritiskajiem punk-

tiem.

2.3 Linearizeta sistema

Linearizeta sistéma ap iespejamo kritisko punktu (1, x9) ir

u = —u+ ueiéfﬂ(mfa)*/‘(mf@) v
/ _e—p(ml—é)_ 1—0 (26)
v = pe =) Ly — g,
Ta ka x; = x4, sistema izskatas
u = —u+ ,Lbefew(zfe)*“(“@) ",
/ _e—u(x—é)_u(x_e) (27)
v = e SU — .

15



Tapéc, nemot vera formulu (2.4) un 1. lemmu, jebkura kritiska punkta
(x,z) koordinata x atbilst

—e—i(z—0)
Y

r=e€

—In(z) = e =),

Apskatisim a = pe ¢ "7 1@ — /i (—In(z)), tad

v =—-u+a-v,
/ (2.8)
vV=a-u—wv.
Mes iegistam no z = e~¢ """ ar logaritmesanu In(— In(z)) = —u(z—0).

Attieciba uz 6 un = € (0, 1) mes iegustam formulu (2.9)

0=x+ 1 In(—In(x)).

2.9
(2.9)
Funkcijas 6 (2.9) grafiks tiek attelots 2.3, zimejuma.

i
)
7z |

I
i
g
2

2

[1]

/[T

2]
N

D

2.3. ZIm. 0 atkariba kritiskajam punktam (x, x) no p.

2.4. zimejuma tiek vizualizeta 0 atkariba dazadam p vertibam. Redzams,

ka daziem p un 6 ir attiecigi viens, divi vai tris kritiskie punkti.
© 06®
0.6} ’ TN
osh\ 05
0.4

) . — 03
02 04 06 '\«Qs\ 10 . \ 02p—

\ \ 0.1
\ 01 \

HNQJ®
o oo
N W b

/

/

/

/

/

|

/

-1
-2
-3

\ T X
\ 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a)f atkariba no x , kad
p=1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

b)f atkariba no x , kad )@ atkariba no z , kad

u=-e = 7
2.4. zim.

Apskatisim otro un treso attelu 2.4. ziméjuma. Ir intervals, kura 0(z)
palielinas. Analizesim So.
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Tatad
(2.10)

(2.11)

2.5. zZIm. —— grafiks

zlnz

Funkcija ¢'(x) > 0, ja > —p. Apzimesim vienadojuma (2.11))

1
zlnx
atrisinajumus ar x1(p) un zo(u) attiecigi. Horizontala punkteta Iinija 2.5.

zimejuma attiecas uz —p un divas vertikalas partrauktas linijas attiecas uz

1(p) un o (p).

Apskatisim
Bu(1) = 1)+ In(= s (1))
o) = @2(p) + (= ().

0.7
0.6
05

0.4

03r
02

01p

2.6. zIm. 0;(u) un 02(u) grafiki kopa.
Apgabals Q starp 01(n) (apakseja atzara) un 65(u) (augseja atzara) at-

bilst trim sistémas kritiskajiem punktiem, tas ir, (u,6) € Q ir tiesi tris

17



kritiskie punkti.

Linearizetajai sistemai (2.7) raksturigais vienadojums ir

—1—-A —-1-A —1
det(A — \) = R pr(=In(@))] _
a —1-A pr(—In(z)) —1-—X\
= (=1 —=X)? = %2 (—=In(z))*=0 (2.12)
vai A = —1 £+ a. Tapec Ay = —1 — a vienmer ir negativs un Ay = —1 + a.

Ir tr1s kritisko punktu iespejas:
1. Ja Ay < 0, tad (x, ) ir stabils mezgls;
2. Ja Ay =0, tad (z, ) ir stabils degenerets punkts;

3. Ja A2 > 0, tad (z, ) ir sedlu punkts.

Raksturiga vienadojuma (2.12) saknes atkariba no z un x = e MY

atkartba no 6 (dotam p) tiek attelotas 2.7. zimejuma, kur a) gadijuma
p € (0,e), b) gadijuma = e un ¢) gadijuma u € (e, +00). Nepartraukta
Imija ir Ay = —1 4 pa(—In(z)), partraukta lmija ir A} = —1 — px(— In(x)).

1

‘ N,
-02 r 02 04 06 (NO
-1 N

X
-02 02 04 06 08 10

—2f

-3

)p=>5

2.7. zim.

Mes noverojam, ka sistemas (2.2) atraktori ir vai nu stabili mezgli, vai
degenereti punkti ar Ay < 0, Ay = 0.
1. apgalvojums. Sistémai (2.2) nevar but fokusa tipa kritiskie punkti.

No (2.3) izriet, ka A = =1+ pa(—In(z)) un A nevar but komplekss skaitlis.
1. teorema. Sistemai (2.2) ir ¢etri gadijumi:

1. Eksiste tiesi viens stabila mezgla tipa kritiskais punkts.
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2. Eksiste vienigais kritiskais punkts ar A\; < 0, Ay = 0. Tas ir degeneréets
stabils kritiskais punkts.

3. Ir tiesi divi kritiskie punkti, viens no tiem ir stabils mezgls, otrs ir

degenerets stabils kritiskais punkts.

4. Ir tiesi tris kritiskie punkti. Sanu kritiskie punkti ir stabili mezgli,

viduspunkts ir sedlu punkts.

2.8. ZIm. 1. teoremas vizualizacija.

1. piemers.
Aplukosim g = 3 un 6 = 0.3. Ir attiecigi viens kritiskais punkts
(0.8,0.8). Sistemas (2.3) fazu portrets vienam kritiskajam punktam ir
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2.9. zIm. Kritiskais punkts ir stabils mezgls (A; < 0, Ay < 0).
2. piemers.
Aplukosim p = 4.15 un 0§ = 0.3. Ir divi kritiskie punkti attiecigi
(0.93,0.93) un (0.11,0.11). Sistemas (2.3) fazu portrets diviem kritiska-
jiem punktiem ir
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2.10. zIm. Pirmais punkts ir degeneréts stabils kritiskais punkts, otrais ir stabils mezgls.

3. piemers. Aplikosim g = 5 un § = 0.3. Ir attiecigi tris kritiskie
punkti (0.02,0.02), (0.21,0.21), (0.96,0.96). Sistemas (2.3) fazu portrets
trim kritiskajiem punktiem ir
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2.11. zZim. Sanu kritiskie punkti ir stabili mezgli, viduspunkts ir sedlu punkts.

2.3.1 Rezultatu apkoposana

Mes esam definejusi apgabalu €2 plakne (u, 6) ar sadam 1pasibam:

e ja (i, 0) € Q tad ir tiesi tr1s kritiskie punkti ar sadam 1pasibam - divi
sanu kritiskie punkti ir stabili mezgli, vidéjais (centralais) punkts ir
sedlu punkts;

e ja (u,0) € 09, tad ir tiesi divi kritiskie punkti ar 1pagibam - pirmais
kritiskais punkts ir stabils mezgls, otrais ir degeneréts punkts (A <
0, A2 = 0);

e ja (1, 0) € Q\ Q tad ar 1pasibu ir tiesi viens kritiskais punkts - tas ir
stabils mezgls;

e 02 apaksejo un augsejo atzaru kopigais punkts atbilst vienigajam kri-

tiskajam punktam ar A; < 0,y = 0, kas attelots 2.15. zimejuma

12].

2.4 Mijiedarbiba

Mijiedarbibas veidu raksturo ta saukta regulejosa matrica W = (w;;).
Regulejosas matricas elementiem var biit jebkuras vertibas. Parasti sistema,
kas modelé genu regulejoso tiklu mijiedarbibu un evoluciju, ir (2.3), kur
f(z) ir sigmoidala funkcija. Atkariba no #; parametriem un no reguléjosas

matricas elementiem w;;
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w11 W12
Wo1 W22

W:

pastav cetri mijiedarbibas veidi.

A gadijums: Aktivizesana. Regul€josa matrica sim gadijumam ir forma
x +
W = :
+ *

kur elementi wio un we; ir pozitivi, bet elementiem wq; un wyy var bt
jebkura vertiba.

2.12. zZim. Visu aktivizesanas gadijumu vizualizacija.

B gadijums: Inhibicija. Regulejosa matrica sim gadijumam ir forma

kur elementi wio un woyy ir negativi, bet elementiem wq; un wyy var biit
jebkura vertiba.

T

15| /
J
;
10| i
/
05 ;
00

[5] [6] [7] 8]

2.13. zZim. Visu inhibicijas gadijumu vizualizacija.

C gadijums: Aktivizesana - Inhibicija. Regulejosa matrica sim gadijumam

ir forma

w=(* 1),

— X
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kur elements wyo ir pozitivs un we; ir negativs, bet elementiem wy; un woo
var but jebkura vertiba.
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\ H % i
“ 5 Y 5|

10

[9] [10] [11] [12]

2.14. zIm. Visu aktivizésanas - inhibicijas gadijumu vizualizacija.

D gadijums: Inhibicija - Aktivizesana. Reguléjosa matrica Sim gadijumam

ir forma
* —_—
w=(11)
+ %

kur elements w9 ir negativs un wo; ir pozitivs, bet elementiem wq; un woyo
var but jebkura vertiba.

;"‘
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i /
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K 1 1 H 7 1
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7 1 % 1 HE 4 B
: 1 g 1
7 : \ 1 I 1
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“1of, ) | i
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[13] [14] [15] [16]

2.15. zIm. Visu inhibicijas - aktivizesanas gadijumu vizualizacija.

Ja p ir pietiekami liels, GRT diferencialas sistemas izoklinam ir Z forma.
Parametrs p ir atbildigs par Z lenka asumu. Parametrs 6 ir atbildigs par
sigmoidalas funkcijas grafika nobidi, bet regulejosas matricas w;; elementi
ir atbildigi par figuralo formu.

2. apgalvojums. Funkcijai
T — f(w11x1 —+ w199 — 91) (213)
izpildas

To — 400, x1 = f(wpry + wisxs — 01) — 1;
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Ty — —OQ, T = f(w11961 + Wy9x9 — 91) — 0.

3. apgalvojums. Funkcijai

To = f(wo 1 + warxs — O5) (2.14)
izpildas
r1 — +00, Ty = f(wanx) + waxy — Oa) — 1;
T] — —00, xo = f(warx1 + wegwg — 03) — 0.

Secinajums. Sistemai (2.2) eksisteé vismaz viens kritiskais punkts.

4. apgalvojums. Sistemai (2.2)) visi kritiskie punkti (x,y) atrodas
apgabala (0,1) x (0,1).

5. apgalvojums. Sistemai (2.2) izoklinu pieskares punktos viens rak-
sturigs skaitlis ir nulle.

2.4.1 A gadijums: AktivizeSana
Mes aplukojam maksimalo kritisko punktu (lidzsvara stavoklu) skaitu,

piemeram, gadijuma ar reguléjoso matricu W= ( j; j; )

—uz _ « . — e .
¢ un konkretajai regulejosas matricas

Sigmoidalajai funkcijai f = e~

izvelet W= 1075 sistema ir
2 3
( % _ e_efu(1011+5m2701) _
dt - 1
< (2.15)
@ o e_efu(2$1+3w2*92) o
. dt >

Tiek pienemts, ka f(z) ir atkarigs arT no parametra pu, kas regule f
grafika stavumu. Meés velamies noradit sistemas (2.15) visparigas 1pasibas.
Sis sistemas kritiskie punkti ir sistemas (2.16) atrisinajumi
T = e_e*u(10I1+5$2*91)’

(2.16)

o = e_e—p(211+3$2—92)
2 — .
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Sistemas (2.15) divas izoklinas ir attelotas 2.16. zTméjuma.
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2.16. zIm. Sistemas (2.15) grafiks deviniem kritiskajiem punktiem: p = 20, ; = 6,

0> = 2.5, wy1 = 10, w2 = 5, wop = 2, woy = 3.

1. kritiska punkta (0,0) veids ir stabils mezgls (A\; = —1, Ay = —1).

2. kritiska punkta (0.6, 0) veids ir sedlu punkts (A = —1, Ay = 59.96).

e 3. kritiska punkta (1,0) veids ir stabils mezgls (A = —1, Ay = —1).

e 4. kritiska punkta (1,0.16) veids ir sedlu punkts (A = —1, A =
16.41).

e 5. kritiska punkta (0.26,0.67) veids ir nestabils mezgls (A\; = 75.3, Ay =

8.8).

e 6. kritiska punkta (0,0.87) veids ir sedlu punkts (Ay = —1, Ao = 6.5).

e 7. kritiska punkta (0,0.99) veids ir stabils mezgls (A} = —1, Ay =
—0.99).

e 8. kritiska punkta (0.1,0.99) veids ir sedlu punkts (A\; = —0.99, \y =

43.9).

9. kritiska punkta (1,1) veids ir stabils mezgls (A\; = —1, A\ = —0.9).

Lai apstiprinatu analizes rezultatus, sniedzam sistemas (2.15) fazu portretu.
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2.17. zim. Sistemas (2.15) fazu portrets deviniem kritiskajiem punktiem: p = 20, §; = 6,

0o = 2.5, wi; = 10, wie = 5, wo1 = 2, wog = 3.
B, C un D gadijumus var aplikot lidzigi.

2.4.2 Rezultatu apkoposana

Vienkarsa divdimensiju diferencialvienadojumu sistema, kas modele divu
elementu tiklu, ir iespejami devini kritiskie punkti. Saja gadijuma kritisko
punktu kopa sastav no ¢etriem stabiliem mezgliem, ¢etriem sedlu punktiem
un viena nestabila mezgla. Atraktors Sai sistemai izveletajam parametru
vertibam sastav no ¢etriem kritiskajiem punktiem (1, 3, 7, 9).

3 Geéenu un neironu tiklu matematiska modelesana ar
parastajiem diferencialvienadojumiem

Saja darba mes petam neironu tiklus, ko sauc arT par maksligajiem
neironu tikliem, un to matematiskos modelus, izmantojot parastos difer-
encialvienadojumus. MNT izpetes motivacija bija meginajumi izprast
cilveka smadzenu darbibas principus un organizaciju. Radas izpratne,
ka cilveka smadzenes darbojas savadak neka digitalie datori. Tas efek-
tivitati nosaka augsta sarezgitiba, nelinears regulesanas veids un darbibu
paralélisms. Cilveka smadzenu elementus sauca par neironiem. Sie el-
ementi veic aprekinus vel atrak neka atrakie digitalie datori. Cilveka
smadzenes spej uztvert informaciju par vidi attelu veida, turklat tas spej
apstradat sanemto informaciju, kas nepiecieSsama mijiedarbibai ar vidi.
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Piedzimstot cilveka smadzenem ir gatava macisanas struktira, kas pa-
zistamos terminos tiek saprasta ka pieredze. Tatad neironu tikli ir paredzeti,
lai modeletu veidu, kada cilveka smadzenes risina parastas problemas un
veic noteiktu uzdevumu. Ipaga interese par MNT ir saistita ar faktu, ka
svariga neironu tiklu grupa veic uzdevumus, kas nepiecieSsami, lai macibu
procesa atrisinatu problemu aprekinus. Tatad, sekojot [18], MNT wvar
iedomaties ka paraleli izplatitu procesoru, kas sastav no vienkarsam ap-
strades vienibam, kas spej iegut pieredzes zinasanas un padarit tas pieeja-
mas lietoSanai.

Maksligie neironu tikli sastav no vairakiem savienotiem elementiem.
“Katram neironam ir sigmoidu parneses funkcija un nepartraukta, pozitiva
un ierobezota izvades aktivitate, kas attistas atbilstosi tiklos veikto darbibu
svertajam summam. Neironu tiklus ar patvaligiem savienojumiem biezi
sauc par rekurentiem tikliem” [12]. Joprojam nav izvirziti nekadi nosactjumi
sinaptisko vertibu ierobezoSanai. Pastav divu veidu atkartotie neironu
tikli: diskreta laika atkartoti neironu tikli un nepartraukta laika tikli.
Nepartraukta laika atkartota neironu tikla dinamiku ar n vienibam var
aprakstit ar parasto diferencialvienadojumu sistemu [16])

ZU; = —bx; + fi(Zaijxj) + Iz'(t), (31)

kur z; ir ¢-tas vienibas ieksejais stavoklis, b; ir i-tas vienibas laika konstante,
a;; ir savienojuma svari, I;() ir i-tas vienibas ievade, un f;(3a;;x;) ir i-tas
vienibas atbildes funkcija. Parasti f tiek uzskatita par sigmoidalu funkciju.
Ir noteiktas atbildes funkcijas, kas nav negativas. Piemeram, [14] tika
izmantotas funkcijas fi(z) = (1+exp(u;(z—0;))"!. Visparigakus gadijumus
sistema var modelét, izmantojot funkciju f;(z) = tanh(a;z — 6;), kas nem
vertibas atvertaja intervala (—1,1). Ja rekurentie neironu tikli bez ievades
tiek izskatiti, var apskatit sistemu

Matematiskais modelis, izmantojot parastos diferencialvienadojumus, ir

( dﬂfl - 1 . b
dt N 1+ e(a11$1+a12$2+a13xn—91) — 1= 0171,
dﬂ?g
dt - 21 + 6(021$1+022x2+aw23xnf02) —1- b2x2; (33)
Mg 1—b
\ dt N 1+ elaz1z1+azr2+az3r3—03) — 1 — 0373.

27



To pasu sistemu var uzrakstit ka ([60])

zy = tanh(an21 + a2z + a3z — 01) — biay,
l"Q = tanh(aglxl + 922 + A93T3 — (92) — boxo, (34)
ajé = tanh(agla:l + 399 + A33T3 — 93) — b3xs.

St 3D tikla elementus sauc par neironiem. Savienojumi starp tiem ir
sinapses (vai nervi). Ir algoritms, kas apraksta, ka impulsi tiek izplatiti
tikla. Ieprieks minetaja modelt So algoritmu kode matrica

ail; aiz2 ai3
W = a21 A929 Q923 . (35)

az1 azz ass

Katrs neirons pienem signalus no citiem un rada vienu izvadi. To, cik
liela mera neirona ¢ ievadi nosaka neirona j izvade, raksturo ta izvade un
sinaptiskais svars a;;. Dinamiska evoliicija noved pie sistemas (3.4) atrak-
toriem, un tas tika eksperimentali noverots neironu sistemas. Teoretiskaja
modelesana uzsvars tiek likts uz sistemas atraktoriem. Mes velamies tos
izpettt sistemai (3.4).

Lidzigas sistemas rodas genetisko regulejoso tiklu teorija. Atskiriba ir
tada, ka nelinearitati attelo pozitivi noverteta sigmoidala funkcija. Viena
no sadam sistemam ir

( dxl 1
- — blxh
dt 1+ e—Ml(011$1+a12x2+a13xn—91)
dQL’Q
| dt - 1+ e—H2(a2121+a20T2+a232,—02) o b2x2’ (36)
d.ng o ;
\ dt - 14+ e_M?»(a31331+a32552+a33x3—63) — 033.

Sistemas veida (3.6) ieprieks petija daudzi autori. leinteresets lasitajs var
iepazities ar darbiem ( [58], [64], [17], [8], [2], [63]). Lidzigas sistemas
paradas telekomunikaciju tiklu teorija.

Saja sadala mes petam dazadus sistemas (3.4) dinamiskos rezimus, ku-
rus var noverot dazados apstaklos. Vispirms mes runajam par kritiskajiem
punktiem sistemai (3.4) un novertejam to skaitu. Tad mes koncentréjamies
uz periodiskiem rezimiem un petam to pievilcibas 1pasibu citam trajek-
torijam. To var izdarit, ieverojot dazus ierobezojumus, sistémam ar salidzinosi
augstu izmeru. Tiek prezenteti arm haotiskas uzvedibas pieradijumi.

28



3.1 Provizoriskie rezultati

3.1.1 Invarianta kopa
Apskatisim 3D sistemu (3.4).

6. apgalvojums. Sistemai (3.4) ir invarianta kopa Q3 = {g—ll <x <

1 -1 1 -1 1 .. - . ..
o <P <, <3< E}’ tas ir, jebkura sistemas trajektorija, kas

ieiet (Y3, no tas nekad neizklust. Seko pievilcigo kopu esamiba ().

3.1.2 Nulles izoklinas

Sistemas nulles izoklinas nosaka attiecibas

x1 = [tanh(an 21 + a12x2 + a13w3 — 601)] /by,
T9 = [tanh(aglxl + 9299 + A93T3 — 92)]/[)2, (37)
Ty = [tanh(a31x1 + asoxo + 333 — 93)]/[)3

3.2 Kritiskie punkti

Sistemas (3.4) kritiskie punkti ir nulles izoklmu krustpunkti. Tos var
atrast no sistemas

x1 — [tanh(a1z1 + ajpws + a1zxs — 601)] /b1 = 0,
Ty — [tanh(a21afl + 9299 + A93T3 — 92)]/[)2 =0, (38)
Ty — [tanh(a31x1 “+ asoxo + a33x3 — (93)]/[)3 = 0.

7. apgalvojums. Visi sistemas (3.4) kritiskie punkti atrodas invari-

antaja kopa.

Nulles izoklinas atrodas tikai kopa @)s.

8. apgalvojums. Sistemai (3.4) ir vismaz viens kritiskais punkts.

Piezime. Kritisko punktu skaits var but lielaks, Iidz 27, bet ierobezots.
Piezime. Abi apgalvojumi ir derigi arT n-dimensijas gadijjumam.

4. piemers.
Aplukosim sistemu (3.4) ar matricu

1 20
W=/ -210 (3.9)
01



un by = by =03 =1,0, =0.8,05 = 0.3,03 = 0.2. Sistemai ir viens kritiskais
punkts (—0.162; 0.399; —0.731).

3.1. Zim. Nulles izoklinas sistemai (3.4) (z; - sarkans, o - zal§, 3 - zils).
5. piemers.
Aplukosim piemeru par vairakiem kritiskajiem punktiem un sistemu
(3.4) ar matricu

15 2 0
W=|-215 0 (3.10)
0 0 15

un bl = b2 = bg = 1,91 = 07, 92 = 0.3,93 = 0.01.

-1.071 9

3.2. zZIm. Nulles izoklinas sistemai (3.4) (z; - sarkans, xo - zal3, x3 - zils).

Ir tris kritiskie punkti (—0.067; 0.367; 0.854), (—0.067; 0.367; 0.020) un
(—0.067; 0.367; —0.863).
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3.2.1 Linearizacija kritiska punkta apkartne

Linearizeta sistema jebkuram kritiskajam punktam (x7, 25, x3) ir

uy = —byuy + ar1gruy + ajagius + aizgius,
u’2 = —boug + a91goU1 + A92goUs + G23GoU3, (3.11)
ug = —bsug + as1g3u + azagsus + assgsus,

kur
46—2(a11x’{—|—a12x§+a13x§—91)

g1 — [1 + 6*2(a11l’*f+a12x§+a13x§f91)]27 (312)

46—2(a21$’f+a22$§+a23$§—92)

gs = (313)

[1 _l_ 672(a21l‘1<+a22$§+a23$§792)]2’

46—2(%1&7’{ +agari+agsri—03)

93 = (3.14)

[1 + 6—2(a31x>{—|—a32x§+a33x§—93)]2’

un sistémas (3.11) koeficientu matrica ir apzimeta ar A. Raksturigajam
vienadojumam, kad b; = by = b3 = 1, ir Sada forma

det|A — M| = —A% + (a1191 + azegs + a3393)/\2 + [g192(a12a21 — ar1a2)+
+g193(aizas1 — ainass) + ga2gs(assasy — anass)|A + gi192g3(a11a22a33+
+a12a23a31 + A13021G32 — G11A23A32 — Q12021033 — a13a22a31) =0,
(3.15)
kad A =\ + 1.

3.3 Inhibicija-aktivizesana

Apskatisim sistemu

ZL'/l = tanh(algxg + a13—r3 — 01) — I,
ZL‘/2 = tanh(a21x1 + Q933 — 92) — T2, (316)
Ié = tanh(agla:l + a39T9 — 93) — I3.

kur aqo, a3, ass ir negativi, bet asq, asi, ass ir pozitivi elementi.
Mes apskatisim specialu gadijumu, kad

0 -1 —1
w=[1 0 -1 (3.17)
1 1 0

01 = 0, = 03 = 6. Tad sistemai ir viens vienigs kritiskais punkts.
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IevieSam jaunu parametru g;:

46—2(—172—.I3—9)

91 = 1+ e 2wz 02’
4672(1'17I379)

92 = 1+ e 2@z )2’
46—2(3314—:1:2—9)

g3 =

[1 + e—2(.’£1+1’2—0)]2’

kuru vertibas ir diapazona (0, 1). Linearizeta sistema tagad ir

Uy = —Up — g1u2 — g1us,
/

Uy = —Uz + GolU1 — GoUg,
/

Ug = —uz + gsu1 + gsue,

Raksturigo vienadojumu var iegit no

—1-X —a — g1
A-M=| ¢ —1-X —g
93 g3 —1—=2A

un

det|A — M| = —=X3 = 3\2 + (9192 + 9193 + 9293 — 3)A
+(9192 + 9193 + g2g3 — 1) = 0.

Raksturigie skaitli ir
A= —1,

A= —1—+/g192 + 193 + 9293 1,
A3 =—14+Vq192 + 193 + G293 7,

kur ¢ ir imaginara vieniba (i = /—1).

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

9. apgalvojums. Sistemas (3.16) kritiskais punkts iepriekSminetajos
apstaklos ir 3D fokuss, tas nozime, izpildas: atlikusaja dimensija ir divdi-

mensiju apakstelpa ar stabilu fokusu un pievilcibas 1pasibu.
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4 Sistemas ar stabiliem periodiskiem atrisinajumiem.
Andronova - Hopfa tipa bifurkacijas.

4.1 2D gadijums
Vispirms petam otras kartas sistemu

{ x) = tanh(kzy + bxy — 61) — by, (4.1)

xh = tanh(axy + kxg — 65) — Voo,

kur b = —a = 2, un k£ > 0 ir parametri.

Izvelamies k pietiekami mazu, lai vienigais kritiskais punkts butu stabils
fokuss. Pec tam palielinam k£, Iidz stabilais fokuss klust nestabils. Tad ap
kritisko punktu paradas periodisks atrisinajums. To sauc par Andronova -
Hopfa bifurkaciju 2D sistemam.

6. piemers.
Aplukosim sistemu (4.1) ar matricu

W:(_k2 12€> (4.2)

un k = 07, b1 — b2 = 1,91 = 0.2,92 = 0.4.

4.1. zim. Nulles izoklinas un vektoru lauks sistémai (4.1) (1 - zils, x5 - sarkans).

Ir viens kritiskais punkts - stabils fokuss. Ja mainit parametru k, sta-
bilais fokuss parversas par nestabilu. Tad ap kritisko punktu paradas pe-
riodisks atrisinajums.
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7. piemers.
Aplukosim sistemu (4.1) ar matricu

W:(_k2 i) (4.3)

un k = 12, bl = b2 = 1,91 202,92 204 |

1.0+ :77

05}
N o.0f
-050 |

e

4.2. zZim. Robezcikls sistema (4.1) ( 21 - zils, 2o - sarkans).

4.2 3D gadijums

Aplukosim tagad 3D sistemu ar matricu

E 0 b
W = 0 a 2 0 (44)
a 0 k
kur a,b, k ir tadi pasi ka 2D sistema (4.1). Otro nulles izoklinu nosaka
attieciba 1
T = b—2tanh(aggx2 - 92) (45)

Atlasam parametrus ta, lai vienadojumam (4.5) butu tris saknes. Tad otra
nulles izoklina ir tris paralelu plaknu apvienojums.

8. piemers.
Aplukosim nulles izoklinas attelu. Sistema (4.5) ir tris robezcikli ar
matricu

15 0 2
w=/| 0 27 0 (4.6)
—2 0 15
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un b1:bgzbgzl,ﬁl=0.2,92:0,93=0.3.

1010

4.4. zIm. Tris robezcikli sistemai (4.5) ar reguléjoso matricu (4.6).

4.3 MNT kontrole un vadiba

Pirmais citats no [61]: “MNT modelus nosaka tris galvenie objekti: pasu
neironu modeli, tas ir, mezgla 1pasibas; sinaptisko attiecibu un struktiru
modeli, t.i., tikla topologija un svari; un apmacibas vai maciSanas noteikumi,
tas ir, svara pielagosanas metode vai veids, ka tikls interprete sanemto in-
formaciju.”

Saja sadala mes apspriezam problému, kas saistita ar sistémas (3.4)
trajektoriju uzvedibas mainisanu. To var interpretet ka daleju sistemas
kontroli. Sistemas parametri ir koeficienti a;;, vertibas 6; un b; linearaja
dala. Sistemas 1pasibas var mainit, mainot jebkuru no iepriekSminetajiem
parametriem.

Mes velamies paradit, ka sistemu veida (3.4) var modificet ta, lai tra-
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jektorijas saktu orienteties uz daziem no noraditajiem atraktoriem. Lai
to izdaritu, aplukosim sistemu (3.4), kurai ir tris robezcikli ka atrak-
tori. To var izdarit tris darbibas: 1) 3D matricas A ¢etros sturos ievieto
2D regulejosas matricas elementus, kas atbilst 2D sistemai ar ierobezoto
ciklu L; 2) izveleties 3D matricas A videjo elementu, lai vienadojumam
xo = tanh(agrs — 09) attieciba pret xo butu tiesi tris saknes r| < ry < r3;
3) cetras atlikusas a;; vertibas aizvietojam ar nulli. Aizvietosim art b; ar
vieninieku. Kad Sie sagatavosanas darbi bus pabeigti, otra nulles izoklina
bus tris paralelas plaknes P;, kas iet caur xo = r;, 1 = 1, 2, 3. Katra no Sim
plaknem sastaves no robezcikla. Divpuseji ierobezojumu cikli piesaistis
trajektorijas no vinu apkaimes. Videjais robezcikls piesaistis tikai trajek-
torijas, kas atrodas P, plakne.

Tagad atrisinasim kontroles problemu. Lai robezcikls pie Pj ir nosaciti
“slikts”. Problema ir mainit sistemu ta, lai visas trajektorijas X3 tiktu
piesaistitas robezciklam, kas procesa sakuma atradas plakné P;. Sada veida
probléemas var rasties biezi. Darba [63] lidziga problema tika aplukota
matematiski attieciba uz genetiskajiem tikliem.

Risinajums. Mainiet 65, lai vienadojumam x5 = tanh(agrs — 65)
tagad butu viena vieniga sakne netalu no otras nulles izoklinas, tagad
ir plakne, kas iet tuvu ry. St darbiba ir iespejama, jo tanh(agrs — 0s)
grafiks ir sigmoidals, un 6, maina nozime sakotnejas plaknes P, nobidi abos
virzienos. Pec tam paliek tikai viens atraktors (ierobezots cikls). Problema
ir atrisinata.

4.4 Rezultatu apkoposana

Sistemas veida (3.3)) atrisinajumu uzvediba ir loti atkariga no reguléjosas

matricas W strukturas. Jebkurai sistemai (3.3) ir vismaz viens kritiskais
- -1 1 -1 1 -1 1 : o o

punkts apgabala D = (3, 5-) X (3, 5;) X (3 3;)- Neviena sistemas (3.3)

trajektorija nevar iziet ara no ST apgabala. Ir iespejami vairaki kritiskie

punkti. Var rasties stabili mezgli, stabili un nestabili 3D fokusi un sedlu

punkti.
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5 Secinajumi

Darbs ir veltits parasto diferencialvienadojumu sistemu izpetei, kas ro-
das GRT un MNT matematiskajos modelos.
Promocijas darba galvenie rezultati ir:

e fazu plaknes analize divdimensiju GRT sistemai ar Gomperca neli-
nearitati, skaitot kritiskos punktus un to raksturlielumus;

e formulas kritisko punktu linearizacijai un analizei GRN un ANN
sistemas;

e robezciklu piemeri GRN un ANN sistemas;

e ANN sistemu pamatipasibas ar hiperboliska pieskares funkcijas nelin-
earitati;

e GRN un ANN sistemu salidzinajums;

e GRN un ANN sistemu kritisko punktu lokala analize otrajai un tresajai
dimensijai;

e nulles izoklinu grafiskie attelojumi daudzos gadijumos, kas attiecas uz
petiyjumu;

e GRN un ANN sistemu risinajumu jutiga atkariba (sensitive depen-
dence), aprekinot Lapunova eksponentus;

e divdimensiju inhibijosSo GRN sistemu kontrole;

e kontrole, mainot parametrus sistemas ar hiperbolisko tangensu ka ne-
linearitati.
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