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VISPARIGA INFORMACIJA PAR DARBU
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e 4D atraktoru vizualizacija, projicejot tos 4D fazes telpas zemas dimensijas apakstelpas;
e apskatit neironu tiklu piemerus un atrast lidzibu attiecigajos PDV tipa modelos;
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e apskatit 6D sistemas piemerus, kas uzrada neregularo atrisinajumu uzvedibu;



e 5D un 6D atraktoru vizualizacija, projicejot tos zemas dimensijas apakstelpas;
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IEVADS

Parasto diferencialvienadojumu teorija (isuma PDV) radas praktrisku darbibu re-
zultata. Tuvak musdienam paradijas parasto diferencialvienadojumu teorijas jaunas
nozares. Starp tam svarigu lomu ienema robezproblemu teorija. Rigai un tas univer-
sitatem Saja joma ir sena pieredze. 20. gadsimta ieverojami matematiki bija Anatolijs
Miskis, Jurijs Klokovs un Arnolds Lepins. J. Klokovs un A. Lepins pétija robezproblemu
un ar to saistitos uzdevumus. Sie pétfjumi joprojam tiek turpinati Latvijas Univer-
sitates Matematikas un informatikas instituta. J. Klokovam un A. Lepinam bija vairaki
doktoranti un daudzi vinu petijjumu turpinataji. Dazi no viniem joprojam aktivi dar-
bojas diferencialvienadojumu un matematiskas modelesanas nozare. Profesors Linards
Reizins izveidoja citu diferencialvienadojumu teorijas virzienu. Augstakas kartas diferen-
cialvienadojumu stabilitates problemas un kritisko punktu klasifikacija bija profesora un
vina studentu galvenie petijjuma virzieni. Riga un Latvija joprojam saglaba butisku lomu
PDV teorijas petijumu joma.

2015. gada, pievienojoties profesora Aleksandra Sostaka petijumu telekomunikaciju
tiklu joma grupai Eiropas Savienibas projekta ietvaros, matematiku grupa no Rigas un
Daugavpils uzsaka petijumus par jauna veida PDV jautajumiem. Telekomunikaciju tiklu
teorijas petijumu joma aktiva ir Japanas matematikas petnieku grupa t.sk. Juki Koizumi,
Masajuki Murata u.c. Vini ierosinaja telekomunikaciju tiklu projektesana izmantot daba
noverojamos pasorganizesanas principus. Tika noradits, ka visas dzivo organismu Stinas
pastav genétiskais regulésanas tikls (turpmak teksta GRT), kas ir atbildigs par reakci-
jas izmainam vide. Tika uzsverts, ka var izmantot GRT matematisko modeli, kas iz-
manto PDV sistemu telekomunikaciju tikla vadibai un kontrolei. Ta saukta virtuala
tikla topologija tika ierosinata gaismas celu kopas organizésanai, lai izveidotu mehanismu
atrai reagesanai un telekomunikaciju tikla parkartosanai nelabveligos apstaklos. PDV
sistema, kas regule So procesu parkartosanas, bija piesaistijusi Latvijas Universitates
Matematikas un Informatikas Instituta un Daugavpils Univesitates petnieku uzmanibu.
Iespejas uzkrato zinasanu PDV teorija un pieredzes pielietosanai risinajumu meklesanai
jauna veida problemam bija sakumpunkts pétijumiem Saja virziena.

Aplukota sistema nav triviala. Ta satur n parastos diferencialvienadojumus forma
X'= FWX —0) — VX, kur X ir nezinamo vektors, F' ir sigmoidalu funkciju vektors,
W ir n x n matrica (to sauc par reguléjoso matricu),  un V ir parametri. Saja ievada
ST sistema ir apzimeta ar S. Pirmo reizi §1 sistema paradijas Vilsona-Kovana raksta. Bija
aprakstiti cilveka smadzenu neironu tikli. To izmantoja genétiskas modelesanas tikliem,
un X nozime bija cita. Tas bija saistits ar jebkura géena proteina ekspresiju. letekmejot
vienu genu, var ietekmet visu tiklu. Petijjuma objekts ir daudzparametru autonoma kvazi-
lineara parasto diferencialvienadojumu sistema.

Saskana ar autorei pieejamo informaciju, $1 sistéma netika petita tris-dimensiju un
augstakam dimensijam. Pedeja desmitgade bija paradijusies vairaki raksti, kuros 1pasi tika
interpreteta sistema S. Zinatniski nozimigos rakstos [10], [89], kuru autori ir Cornelius et
al and Le-Zhi Wang et al. X vektors bija interpretets ka genetiska tikla stavokla vektors.
Sis vektors ir atkarigs no laika, X (t), un tas pariet uz savu ierobezojoso kopu jeb punktu.
Sistemas S fazu telpa ir laika nemainiga kopa Q) ar 1pasibu: jebkura sistemas S trajektorija,
kas ienak Q, nekad neizklist no tas. Daudzas slimibas var arstet, izmantojot So teoriju
(leikemija, multipla skleroze, Alcheimers). Ta ka sistema S satur daudz parametru, dazi
no tiem ir reguléjami un ar tiem var parvaldit un kontrolet tiklu. Slimibas arstesana tas



nozime novirzisanu no “sliktas” trajektorijas uz “normalu” atraktoru.
Ieprieks minetais motiveja pétit sistemu S. Sasniegumi Saja nozare:

1.
2.

6.

Divu dimensiju sistemas ir apskatitas, izmantojot izoklinu metodi;

Tris dimensiju sistemas ir apskatitas, izmantojot izoklinu metodi un plasas skait-
losanas petijumus; galvenie rezultati ir a) tris dimensiju sistemas kritisko punktu
aprekinasanas formulas; b) vairaki periodisko atraktoru piemeri;

Cetru dimensiju sistémas ir apskatitas, nemot vera iegiitos rezultatus par divu di-
mensiju sistemam; galvenie rezultati ir a) kritisko punktu formulas; b) nesaistitu
4D sistemu periodiskie atraktori; ¢) periodisko atraktoru piemeri; d) apskatita 4D
sistémas neregulara atrisinajumu uzvediba, kas tiecas uz 4D atraktoru;

. Ir apskatiti dazi piecu-dimensiju piemeri;

. Ir apskatita sesu-dimensiju sistema; galvenie rezultati ir a) 6D sistémas piemeri,

kas ir konstrueti, nemot vera ieprieks apskatitas 2D sisteémas; sistemai var bt pe-
riodiskie atraktori; b) 6D sistemas piemeri, kas ir konstruéti, nemot vera ieprieks
apskatitas 3D sistemas; sistemai var bt periodiskie atraktori;

Ir apskatita seSdesmit-dimensiju sistema.

Darbs satur plasus sistemas S skaitlosanas petijjumus (fazes portreti, atraktoru piemeri).
legtitie rezultati ir pamats turpmakiem petijumiem Saja virziena.



1 Genu regulativais tikls

Genu regulativie tikli (suma GRT) eksiste katra dziva organisma suna. GRT regule
reakcijas uz izmainam vide, kontrole Sunas attistibu un parvalda jebkura veida funk-
cionesanu. GRT elementi, ko sauc par geniem, var ietekmet citus génus, nostutot proteinus
[43]. Sadas ietekmes rezultata citus genus var aktivizet vai inhibet.
matematiskos objektus un rikus ([26],[87]). Lai aprakstitu tikla attistibu, vispiemerotaka
pieeja ir diferencialvienadojumu izmantosana.

Sistéma ir veida
X' =FWX —#0)—0vX,

kur X ir tikla stavokla vektors, F' ir sigmoidala nelinearitate ar argumentu, kas parveidota,
reizinot ar reguléjoso matricu W, v X ir dabiska sabriiksana no F', ja F' = 0.

1.1. definicija. Dinamiska sistéma ir vienadojumu sistema, kura funkcija apraksta punkta
atkaribu no laika apkarteja telpa. Kustibas vienadojums var but modelets ka diferen-
cialvienadojums un diferencu vienadojums [3/)].

Aplikosim n-dimensiju dinamisko sistemu

( d.ﬁl]l 1
R — N1 r
dt 1+ e—H1(wii1z1twizTe+...+winTn—01) 141,
dl‘g 1
P — Vo
dt 1 4+ e—m2(w2iz1+woezat...Fwonzn—02) 242 (1.1)
dz, 1
= — UnZn,
\ dt 1 4+ e—#n(wnz1+wn2m2+.. .+ Wnn®n—0n)

kur p,, > 0, 6, un v,, > 0 ir parametri un w;; ir regulejosas matricas koeficienti

w11 Wi2 ... Wip
W1 W2 ... W2

W= " (1.2)
Wp1 Wp2 ... Wnpp

GRT parametriem ir sada biologiska interpretacija:
e v; - i.-ta gena degradacijas koeficients;

e w;; - j.-ta gena kontroles stiprums uz genu 4, w;; pozitivas vertibas norada uz ak-
tivizejoSam ietekmem kamer negativas vertibas define represivo ietekmi;

e ), - areja gena ¢ ietekme, kas module genu reakcijas jutigumu pret aktivizejosam vai
represejosam ietekmem.



2 Divu-dimensiju sistemas

Aplukosim
( d.Tl - 1
% B 1+ e—H1(wi1z1+wizze—01) — U177,
e 1 (2.3)
E B 1 + e—H2(w21z1+warwe—0s) — Va2,

kur p; un v; ir pozitivi.

Sistemai (2.3) ir desmit parametri (w;j, p;, 6;,v;.) Mainot jebkuru no parametriem,
mainas ari sistemas ipasibas un atrisinajumi. Konstruet tadu raksturigo vienadojumu ir
netrivials uzdevums.

Sigmoidalas funkcijas argumentu z aizvietojam ar reguléjoSo matricu

W = ( Wit ) . (2.4)

Wa1 W22

ST matrica apraksta tikla elementu z; savstarpéjo saistibu.

Izoklinas ir

_ 1 1
= U_1 1+e M (wi1z1+wizwe—61)’
(2.5)
1 1
Ty =

B U_2 1 4+ e—m2 (warz1—warza—62)

Funkcija f(z) = 1+e+#2 ir sigmoidala funkcija un tas vertibu kopa ir (0,1). Pirma
izoklma ir {(z1,22) : 0 < 77 < %,xg € R} un otra ir {(z1,22) : 71 € R,0 < x5 < L}

v2

Turklat visi kritiskie punkti ir izvietoti taisnsturt @ := {(x1,22) : 0 < x1 < 11 0 <@g <

) vl
ot
2.1. piezime. Sistema (2.3) vismaz viens kritiskais punkts eksiste.

2.1 Linearizeta sistema

Kritisko punktu analizei ir nepiecieSama linearizeta sistema.

!

Uy = —V1U + w11 91U1 + PiWi2G1 U2,
!

Uy = —VoUg + oW1 GoU1 + [UoWa2GoUo,

kur
e~ (wirz]+wioxs—01)

9= [1 + 6—#1(101193’1‘-0-101256;—91)]2’

e~ H2(w217]+waow;—02)

go = [1 n e_m(wmxﬁwpxg—eg)P
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un (7, x3) ir kritiskais punkts.

A= H1W1191 — V1 H1W1291
HoW2192 H2W22g2 — VU2
A -\ = |[Fr1ngr — 1 — A H1Wi2g1
HoWa21G2 Ha2Wa2G2 — Vg — A

un raksturigais vienadojums ir

det|A - >\[| = (lellgl — U1 — )\)(M2w2292 — U2 — >\) - (,u2w2192)(,u1w12g1) =

P1 W11 Wa2g1Ge — H1W11G1V2 — P1W11g1A — [aWa2Ga¥1 + V1V + V1A — flaWaaga A+
VX + A2 — [ powioWa1 g1G2 = A + (V1 + V2 — pwi1g1 — HaWanga) A+

H1 oW1 Wo2g1g2 — H1W11g1V2 — f2W22g2V1 — f1f2Wi2W21g1g2 + V1V = 0.

Lai vienkarsotu, meés varam uzrakstit raksturigo vienadojumu ka
N+ B+ C =0, (2.6)

kur
B = v + vy — w1191 — powesgs,

C' = piplowi1Wa2g1Ga — H1W11G1V2 — foWaG2V1 — fi1faWi2W21G1g2 + V1vs.
2.2 Kritiskie punkti

Vienkarsam nepartraukta laika modelim, atkariba no parametriem, atraktors var bit
viens punkts (kritiskais punkts), divi punkti (divu punktu cikls), cetri, astoni, vai lielaks
punktu skaits (sarezgitaks cikls), slégta likne vai haotisks atraktors [23].

2.1. definicija. Atraktors ir reprezentéjosa punkta ierobezojosa trajektorija fazu telpa, uz
kuru tiecas visi sakotnéjie rezimi [5].

2.2. definicija. RobezZcikls ir sléegta trajektorija fazu telpa, kurai piemit ipasiba, ka vis-
maz viena cita trajektorija spiralveidigi ieklaujas taja, latkam tuvojoties bezgalibai, vai ary
negativai bezgalibai (17].

2.2. piezime. Parasto diferencialvienadojumu nelinearam sistemam var eksistét robezcikls,
ja vienadojumu skaits saja sistema irn > 2.
2.3. piezime. Slegtai trajektorijai ir kritisks punkts tas ieksiene telpa R”.

Ja tas ir stabils Iidzsvara stavoklis (kritiskais punkts), tad sistémas atraktors bus
fiksets punkts. Ja ta ir stabila periodiska kustiba, tad atraktors bus slegta Iikne, ko sauc
par robezciklu [3].
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2.3 Piemeri
Aplukosim (2.6), kur
B
B? < 4C, —§>0:>B<0.

2.4. piezime. Ja wy; = wey = 0, tad B > 0 un wisi kritiskie punkti ir nestabili fokusi.
B? —4C = (v1 4+ v2 — w191 — M2w22g2)2

—4 (1 fowi1Wa2G192 — HAW11G1V2 — [aWa2Galt — i1 flaWi2W21G1g2 + V1Vs) =
= U% + 20102 — 201 w1191 — 201 HeWangs + U% — 202041 W11G1 — 2V240W2272
+M%w%1gf + 2p1w11 91 H2Wa2ge + u§w§293 — A prowi w2 g1 go + 41w G102
Hpowa2g2v1 + 41 Powr12Wa1 G192 — V1V =
= (—v1 +ve + M1w1191)2 + 2wa0ga (2 (V1 — V2 — prwi101) + 2 W12W21 1) + u§w§29§-

1. piemers. Aplukosim p; = uo = 10, v;1 = v, = 1 and 0, = 1.2, §; = —0.7. Regulejosa

matrica ir
0.5 2
w= (% 2) o

Kritiska punkta (0.47;0.47) raksturigais vienadojums ir (2.6), kur B = —0.48, C' = 24.66.

Atrisinot vienadojumu, iegustam A; = 0.2474 — 4.967 un Ay = 0.2474 + 4.96:. Kritiska
punkta veids ir nestabils fokuss.

02 04 06 08 10 12

2.1. zim. Sistemas (2.3) ar regulejoso
matricu (2.7) fazes portrets. Kritiska
punkta veids ir nestabils fokuss.

2.2. zim. Sistemas (2.3) ar regulejoso
matricu (2.7) atrisinajumi (xq(t), zo(t)).

2.5. piezime. Divu dimensiju diferencialvienadojumu sistemai (2.3) var eksistét devini
kritiskie punkti, ja w?, + w3, > 0.
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2. piemers. Aplukosim p =40, v; = vy = 1 un 6; = 0y = 2.5. Regulejosa matrica ir

5 2.2
wo(322)

x2
SO T SO\
BN e
Ty T ——>  —> I~
\ [ AN
Yo e a4 R
WITINS 7 7
ey AN AL L
VY [AA
i‘«\\a;‘ V/Y :{i/ /4/ §:§§\ / f f A\‘\L\\\\
AR KB X / -~ \ / A \\\
\\ 5 N \\\ a3 A
BN e = SN g
— — — 1
-0.27 7 |\ '\i\“ﬁi:\\‘\o.f‘ 06, 08 7, A0 T 12 X
AN =Y

2.3. zim. Sistemas (2.3) ar regulejoso matricu (2.8)

fazes portrets. Devini kritiskie punkti.

(2.8)

2.6. piezime. Piegemsim, ka requléjosas matricas (2.4) elementi wy; un wag ir nulles.
Tad maksimalais kritisko punktu skaits sistemai (2.3) ir tris. Tiesi viens un tiesi divi

kritiskie punkti ir tespéjami.

2.7. piezime. Piepemsim, ka requlejosas matricas (2.4) elementi wyy un woy nav nulles
un tiem ir pretejas zimes. Tad var paradities Hopfa bifurkacija un sistemai (2.3) var but

robezcikls.

3 Tris-dimensiju (3D) sistemas

\

d.ﬁlfl 1

- = — U1
dt 1 + e—m(wnzi+wizza+wizzn—01) Ltk
dlL‘Q 1

— = — UV
dt 1 4+ e—m2(warz1+warzs+weszwn—02) 252
dl’g 1

- = — V3T
dt 1+ e—H3(w31z1twsaT2 w3z w3 —0s) 335

kur p;, 0;, v; ir parametri, w;; ir regulejosas matricas koeficienti

W11 Wi2 W13
W = W21 Wa2 W23
W31 W32 W33

13
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Izoklinas ir
( 1 1
xr1 =

U_l 1 + e (wi1z1+wizze+wizzzs—01)’

1 1
Ty = —
| 22 vy 1 + e—H2 (warz1—warws twz;—62)’
1 1
T3 =

L U_g 1 + e H2 (wo121+wa2x2twsasxs—03)

3.1 Linearizeta sistema

Jebkuram kritiskajam punktam (z7}, x3, %) linearizeta sistema ir veida

Uy = —U1U1 + W11 01U + H1W12G1U2 + U1 W13G1U3,
/
Uy = —ValUg + UoW21 ot + UoWa2GolUs + UoW23GaUs,
/
Uz = —V3U3z + U3W31g3U1 + U3W32g3U2 + U3W33G3U3,
kur
e~ (wiz]+wizai+wizzr;—01)
= A1
91 [1 + e—ﬂl(w11w’{+w12w§+w139&§—91)]2’ (3 )
e—H2(w212] +wazai+wazws—02)
= 12
92 [1 + e—uz(w21x’{+wzzw§+w23x§—92)]2’ (3 )
e~ 3 (w3127 +ws2axi+wszwr—03)
- ) 3.13
93 [1 + e—u3(w31x’{+w32w§+w33x§—93)]2 ( )
Aplukosim
piwiigr — v — A H1W12G1 H1W13G1
A=) = HoW214G2 [oWaga — Vo — A HoW23 g2
H3Ws31 g3 HU3W32g3 H3Ws33g3 — V3 — A

un raksturigais vienadojums ir
det|A — M| = =X + X*(—v1 — vy — v3 + w1191 + HoWags + f3wssgs) + A(grvspwi+

T H2W220G2U3 + g1G2Wa1 i1 flaWi2 — G1G2W11Wa2 12 + 193 W31 W13 [0 f3—
—g193W11W33 1 3 + G2g3W3aWazfhafl3 — J2g3WaWssiafls — V1 (Ve + U3 — GaWafly — G3W33 i3 )+
+vp(—v3tgrwn i +gswsspiz) ) 1 (va(—v3+gswsspiz) +go i (Vswar+gawaawas iz — gawaWss iz ) )+

+g13(va(v3wir + gs(wsiwizs — wirwss)ps) + gopto(v3(warwia — wirwe)+

+93(—’w31w22w13+w21w32 W13+ W31 W12Wo3 — W11 W32 Waz —Wa1W12W33+W11W2 w33)u3)) =0.

Lai vienkarsotu, mes varam uzrakstit raksturigo vienadojumu ka

—N + AN+ BA+C =0, (3.14)
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kur
A= —(v1 +v2 + v3) + L1 + GoWas s + g3wWsz s,

B = pypewsiwi3g1gs — faflaWsaWasgags + 1 hoWo1W12G1 92
—(p2wa2g2 — v2)(p3wszgs — v3) — (p1wi1gr — v1)(pswssgs — v3)
—(M1w1191 - Ul)(ﬂz’wmgQ - U2),

c = (M1w1191 - Ul)(ﬂ2w2292 - U2)(M3w3393 - U3) + [1 Mo h3W21 W32W23G1 G273
+[01 flo fh3 W31 Wi2Wa3G192G3 — 1 43W31W1391G3([aWa2ga — V)
—N2N3w32w239293(ﬂ1w1191 - Ul) - #1#2w21w129192(u3w3393 - 03)-

3.1.1 Fakti

3.1. piezime. Vektoru lauks (fi(z1,x2, 23), fo(71, 72, 73), f3(21, T2, 3)), kur f1, f2 un f3
ir vienadojumu (3.9) labas puses, uz iekSpusi versts domena robezas Qs := {(x1, 2, x3) :
O<x1<%,0<x2<%,0<x3<%}.

3.2. piezime. Sistemai (3.9) eksisté vismaz viens kritiskais punkts. Visi kritiskie punkti
atrodas Qs = {(z1,x9,23) : 0 < 21 < i,O < Ty < 12,() <x3 < %}

v

3.2 Kritiskie punkti

Tris-dimensiju sistemai ir tris ipasvertibas. Pastav divas iespejas: vai nu tris ipasverti-
bas ir realas, vai divas no tam ir kompleksi saistitas. Kritiskais punkts ir stabils, ja visam
1pasvertibam ir negativas realas dalas; tas ir nestabils, ja vismaz vienai 1pasvertibai ir
pozitiva reala dala.

e Mezgls. Visas 1pasvertibas ir realas un tam ir viena un ta pati zime. Mezgls ir
stabils (nestabils), ja 1pasvertibas ir negativas (pozitivas) [97].

e Segls. Visas ipaSvertibas ir realas, un vismaz viena no tam ir pozitiva un parejas
ir negativas. Segli vienmer ir nestabili [97].

e Fokuss — Mezgls. Ir viena reala 1pasvertiba un kompleksi saistitas 1pasvertibas.
Visam 1pasvertibam realajai dalai ir viena un ta pati zime. Kritiskais punkts ir
stabils (nestabils), ja Tpasvertibas ir negativas (pozitivas) [97].

e Segls — Fokuss. Negativa reala ipasvertiba un kompleksi saistitas Tpasvertibas ar
pozitivu realo dalu (nestabils fokuss) un pozitiva reala ipasvertiba un kompleksi
saistTtas Tpasvertibas ar negativu realo dalu (stabils fokuss). Sada veida kritiskais
punkts ir nestabils [46].

3.3 Haoss

Sengrieku valoda haoss ir pirms Visuma radisanas apjukums. Fiziki So zinatni sauc
par “nelinearo dinamiku”, matematiki - “haosa teorija”, visi parejie - “nelineara zinatne”.
Haoss ir paradiba, kuru nav viegli klasificet vai identificet. Nav visparpienemtas haosa
definicijas, bet ir haosa Ipasibas [39].
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Haosa 1pasibas

e Haotiskas uzvedibas Tpasiba ir atraktora esamiba, kuram visi pietiekami tuvu atri-
sinajumi tiecas pietiekami ilga laika perioda [23].

e Tipiska haotisku atrisinajumu ipasiba ir atraktoru geometriska forma. Atraktori
parasti ir saviti un “divaini”, tas nozime, ka tiem ir dalgja (fraktalu) dimensija, lai
gan tas ne vienmer ta ir [23].

e Jutiba pret sakumnosacijumiem [39].

3.1. definicija. Haotiska sistema ir deterministiska sistema, kas izrada neregularo un
neparedzamu uzvedibu [47].

Haotisku sistemu petijumiem bija praktiska ietekme, kops Edvards Nortons Lorencs
izveidoja haosa teoriju 1963. gada. Haotiska dinamika ir loti svariga dazadas jomas,
piemeram, robotika, ekonomika, kriptografija, kimija, medicina (petot epilepsiju, lai
prognozetu krampjus, nemot vera sakotnéjo organisma stavokli) un biologija (peétot
nevienmerigu sirdsdarbibas atrumu) [49)].

3.3. piezime. Dinamiskajas sistemas, kas satur tris vai vairak vienadojumus, var but
dwaini (haotiski) atraktori.

Floris Takens (1940-2010) ir holandiesu matematikis, kas pazistams ar ieguldijumu
diferencialvienadojumu teorija, dinamisko sistému teorija, haosa teorija, skidrumu mehani-
ka. leviesa “divaina atraktora” jedzienu. Vins bija pirmais, kur§ paradija, ka haotiskus
atraktorus var petit ar neironu tiklu palidzibu [7].

3.4. piezime. Diferencialvienadojumu sistémas ir iespejams atrast haotisku atraktoru, ja
ir haotiska uzvediba [55].

3.2. definicija. Diwains atraktors (haotiskais atraktors, fraktalu atraktors) ir atraktors,
kas ir jutigs pret sakumnosacijumiem [39].

3.3. definicija. Fraktalis ir objekts, kas parada sevis lidzibu palielinajumu, un to var
izveidot, izmantojot vienkarsu motiwu (atteli atkartojas arvien samazinatos merogos) [39).

3.4 Lapunova eksponenti

Lapunova eksponents ir svarigs riks, lai raksturotu ierobezotas dimensijas nelinearas
dinamiskas sistemas atraktorus un to parmerigo jutibu pret sakumnosacijumiem [19].
Lapunova eksponenti ir pieeja haosa noteiksanai [47].

Saikne starp Lapunova eksponentiem un atraktoru ipasibam un to veidiem:

1. Viendimensijas sistéma. Saja gadijuma atraktors var biit tikai stabils fikséts punkts.
Eksiste viens negativs Lapunova eksponents (isuma LE), ko apzimeé ar LE; = (—).
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2. Divdimensiju sistema. 2D sistemam ir divu veidu atraktori: stabili fikseti punkti
un robezcikli. Atbilstosie LE ir sadi:

e (LE,,LFEy) = (—,—) - stabils fiksets punkts;
e (LE,,LEy) = (0,—) - stabils robezcikls (viens eksponents ir negativs).

3. Trisdimensiju sistema. 3D fazes telpa pastav ¢etru veidu atraktori: stabili punkti,
robezcikli, 2D tori un divaini atraktori. Sada LE kopa raksturo iespejamas di-
namiskas situacijas, kas ir:

(
* (

o (LE,, LE,, LE;
(

3.4.1 Lapunova eksponentu ipasibas

1. Lapunova eksponentu skaits ir vienads ar fazu telpas dimensiju vai diferencialviena-
dojumu sistemas kartu. Tie ir sakartoti dilstosa seciba [79].

2. Lielakais stabilas sistemas Lapunova eksponents neparsniedz nulli [47].

3. Haotiskai sistemai ir vismaz viens pozitivs Lapunova eksponents, jo lielaks ir lielakais
pozitivs Lapunova eksponents, jo neparedzamakie ir sistémas atrisinajumi [47].

4. Disipativai sistemai visu Lapunova eksponentu summa ir vienada ar negativu skaitli
[79].

5. Hiperhaotiska sistema tiek defineta ka haotiska sistema, kura ir vismaz divi pozitivi
Lapunova eksponenti. Kopa ar vienu nulles eksponentu un vienu negativu ekspo-
nentu, minimala dimensija hiperhaotiskai sistemai ir cetri [86].

3.5. piezime. Tikai disipativai sistemai eksiste atraktori [406].

Promocijas darba, lai aprekinatu Lapunova eksponentus, tika izmantota pakotne
“lce.m for Mathematica” [99]. Ka ar cita Wolfram Mathematica programma “Lynch-
DSAM.nb”, lai parbauditu rezultatus un to pareizibu [39)].

3.5 Piemeri

3.5.1 Periodiskie atrisinajumi

1. piemers. Aplukosim p; =5, o =15, u3 =5, vy = vy =vg=1un 6; = 1.2, 6, =

0.5, 85 = —0.6. Sistemas (3.9) regulgjosa matrica ir
1 0 2

w=[ o0 10]. (3.15)
-2 01
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1.0

3.1. zim. Sistemas (3.9) ar reguléjoso matricu
(3.15) izoklinas z - sarkana, xs - zala, 3 - zila.
Izoklmas ir attelotas 3.1./ zim. Eksiste tris kritiskie punkti.

Raksturigais vienadojums, kurs atbilst kritiskajam punktam (0.537;0.001;0.346)
N+ AN + B+ C =0, (3.16)

kur A = —0.616403, B = —5.28938 un C' = —5.61417.

Atrisinot vienadojumu, iegtistam A; = —0.99, Ao 3 = 0.188+£2.371:. Kritiska punkta veids
ir segls-fokuss.

Kritiska punkta (0.537;0.5;0.346) raksturigais vienadojums ir (3.16), kur A = 3.125,
B = —6.693 un C' = 15.569.

Atrisinot vienadojumu, iegistam A\ = 2.75, Ay 3 = 0.187 £ 2.3714. Kritiska punkta veids
ir nestabils fokuss-mezgls.

Kritiska punkta (0.537;0.99; 0.346) raksturigais vienadojums ir (3.16)), kur A = —0.6164,
B =-5289 un C = —5.614.

Atrisinot vienadojumu, iegustam Ay = —0.995, X3 = 0.187 £ 2.371¢. Kritiska punkta
veids ir nestabils segls-fokuss.

Saja piemera ir tris periodiskie atrisinajumi. Periodiskie atrisinajumi ir stabili atrak-
tori.
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3.2. zim. Sistema (3.9) ar reguléjoso 3.3. zim. Sistemas (3.9) ar regulejoso
matricu (3.15) divu 3D robezciklu piemers. matricu (3.15) tr1s periodiskie atrisinajumi.

3.6 Haotiskie atraktori
Aplukosim

H1 = U2 = 7, U3 = 13,?)1 = 065, Vg = 0.42,’03 = 01, 91 = 05, 92 = 03, 93 =0.7 (317)

0 1 =565
w=|1 0 0135 |. (3.18)
1 0.02 0.03
Sakumnosacijumi ir
21(0) = 0.3; 25(0) = 1.5; 23(0) = 0.2. (3.19)

Kritiska punkta (0.370457;1.59272;0.222436) raksturigais vienadojums ir

A3+ AN+ BA+C =0,
kur A = —1.16152, B = —0.430187 un C' = —0.688906.

Atrisinot vienadojumu, iegstam A\ = —1.2558, Ay 3 = 0.0471391 + 0.739161¢. Kritiska
punkta veids ir nestabils segls-fokuss. Sistema ir haotiska tada nozime, ka atrisinajumi
uzrada neregularo uzvedibu.

Attieciga tris-dimensiju sistema tika petita [13], [14].
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3.5. zim. Sistemas (3.9) ar regulgjoso
matricu (3.18) atrisinajumu z;(t),i = 1,2, 3,
grafiki.

3.4. zim. Sistemas (3.9) ar reguléjoso
matricu (3.18) haotisks atraktors.

Regulgjosaja matrica (3.18) mainisim parametru wyz. Viena kritiska punkta ko-
ordinatas un ipasvertibas ir aprekinatas. Aprekini tiek veikti, izmantojot Wolfram Ma-
thematica.

1. tabula. Sistemas (3.9) un regulejosas matricas (3.18) aprekinu rezultati, mainot
parametru wss.

H Wa3 x* y* z* Real A Complex A R part Complex A im part H
0.0 0.3651 1.4571 0.1989 -1.4269 0.1322 0.6634
0.06 0.3671 1.5057  0.2073 -1.3714 0.1047 0.6886
0.10 0.3691 1.5562 0.2161 -1.3069 0.0726 0.71698
0.12  0.3699 1.57699 0.2197 -1.2783 0.0583 0.7294
0.13 0.3703 1.5875 0.2215 -1.2634 0.0519 0.7359

0.132 0.3703 1.5895 0.2219 -1.2604 0.0494 0.7371
0.133 0.3704 1.5906  0.2221 -1.2589 0.0487 0.7378
0.134 0.3704 1.5917  0.2223 -1.2573 0.0479 0.7385
0.136  0.3705 1.5938  0.2226 -1.2589 0.0487 0.7378
0.137 0.3705 1.5948  0.2228 -1.2527 0.0456 0.7405
0.138 0.3706 1.5959 0.22299 -1.2512 0.0448 0.7412
0.139 0.3706 1.5969  0.2232 -1.2494 0.0441 0.7418
0.14 0.3706 1.59799 0.2234 -1.2481 0.0433 0.7425
0.145 0.3708 1.6033  0.2243 -1.2403 0.0394 0.7459
0.15 0.3710 1.6087  0.2252 -1.2324 0.0354 0.7493
0.16 0.3714 1.6192 0.2270 -1.2162 0.0274 0.7564
0.18 0.3721 1.6406  0.2308 -1.1826 0.0107 0.7711
0.19 0.3725 1.6514 0.2326 -1.1652 0.002 0.7787
0.20 0.3729 1.6622 0.2345 -1.1473 -0.0069 0.7867
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2. tabula. Sistemas (3.9) un regul€josas matricas (3.18) Lapunova ekponenti,

8000 soli
H Wa3 LEl LE2 LE3 LEl + LEQ + LE3 H

0.0 0.00228824 -0.133556  -1.03537 -1.16664
0.13  0.00174998  -0.0409256  -1.12505 -1.16423
0.132  0.00241997  -0.0284958  -1.13784 -1.16392
0.133  0.00405175  0.00091658  -1.16866 -1.1637
0.134  0.0200966  0.000487689  -1.18412 -1.16354
0.135  0.0162669  0.000848416 -1.18055 -1.16343
0.136  0.00335708  -0.0065914  -1.16009 -1.16332
0.137 -0.000688284 -0.0214113  -1.14116 -1.16326
0.19 -0.00174416  -0.0102177  -1.14928 -1.16124
0.20 -0.00816703  -0.0105543  -1.14236 -1.16108
1 -0.373617 -0.37358  -0.409939 -1.15714

Aprekinu rezultati:

e ja 0 < wys < 0.132, tad sistemai (3.18)) ir periodiskais atrisinajums;

e ja 0.133 < wey < 0.135, tad sistemai (3.18) ir haotiskais atrisinajums;
e ja 0.136 < wyz < 0.19, tad sistemai (3.18) ir periodiskais atrisinajums;

e ja wyz > 0.2, tad sistemai (3.18)) ir stabils fiksets punkts.

0 400

~ o s 3.7. zim. Sistemas (3.9) ar regulejoso
3.6. zim. Sistemas (3.9) ar regulejoso matricu (3.18) atrisinajumu

matricu (3.18) periodisks atrisinajums, (21(), 2o (t), 25 (t)), grafiki, way = 0.05.
Wa3 = 0.05.

Regulgjosaja matrica (3.18) mainisim parametru wss.
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3. tabula. Sistemas (3.9) un regul€josas matricas (3.18) aprekinu rezultati, mainot
parametru wss.

H Wag x* y* z* Real A Complex A R part Complex A im part H
0.0 0.4092 1.7387 0.2449 -1.036 -0.0623 0.8666
0.01 0.3892 1.6656 0.2337 -1.1554 -0.0029 0.7966
0.03 0.3530 1.5213 0.2114 -1.3366 0.0873 0.6912
0.04 0.3368 1.4523 0.2007 -1.3996 0.1186 0.6507

4. tabula. Sistemas (3.9) un regulgjosas matricas (3.18) Lapunova ekponenti, 8000 soli

H Was LE, LE, LE; LE, + LE, + LE; \
0.0 -0.063377  -0.0643758 -0.406599 -1.16067
0.01 -0.00456357 -0.00807802 -1.14848 -1.16113
0.02 0.0162669 0.000848416 -1.18055 -1.16343
0.03 0.0015434  -0.186553  -0.980366 -1.16538
0.04 0.00381232 -0.0985729  -1.07168 -1.16644

Aprekinu rezultati:

e ja 0 < wsp <0.01, tad sistemai (3.18)) ir stabils fiksets punkts;

e ja wsy = 0.02, tad sistemai (3.18)) ir haotiskais atrisinajums;

e ja 0.03 < wszy < 0.04, tad sistemai (3.18)) ir periodiskais atrisinajums.

No aprekiniem redzam, ka nelielas izmainas parametru vertibas, maina sistemas atrisinajumu
uzvedibu.

4 Cetru-dimensiju (4D) sistemas

Aplukosim ¢etru-dimensiju sistemu

( dl’l 1
- = — 1T
dt 1 + e—mi(winzi+wiaza+wizzz+wiaza—61) 1
d!L’Q 1
— - = — UV
dt 1 4+ e—#2(w2iz1+w2eze+wezws+woars—02) 252 4.90
— - = — U3x
dt 1+ e—h3(w31r1+wzsre +wasrstwzars—02) 343
T4 1
— = — Vgy4.
\ dt 1 + e—ta(warz1+waaza+wazw3+waaza—6s) 4t
Izoklmas ir
( 1
T =
11 1 + e*,ufl(wllﬂfl+w1212+w13x3+w14$4*91) ’
1
Vg = 9
—p2 (w2121 +w22T2+w23T3+w24z4—02
1+ el : ) (4.21)
V33 =
33 1 + e—#a(war1z1+waem2+wszra+wsarsa—02)’
Vply = .
T 4+ e~ Ha(warz1+warTa+wazzs+wasra—0a)

\
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Kritiskie punkti ir sistemas (4.21) atrisinajumi.
4.1 Linearizeta sistema

Kritiska punkta (z7, 25, 2%, x}) linearizeta sistema ir

= —01U1 + 1W1191U1 + 1 W12g1U2 + H1W13G1U3 + H1W14G1 U4,
= —UUg + [aWa21GoU1 + LaWa2Gols + [oW23GoUs + UoWo4GoUa,

—V3U3 + [U3W3193U1 + MU3W3293U2 + 43W33G3U3 + [43W34G3U4,

Uy = —V4Ug + fLlaWa1 G4ty + [aWa2GsU + H4W34G4U3 + [14Wa4G4TU4,
kur

e*/il(w11$’{+w12x§+w13:1?§+w14xf1791)

g1 = [1 + e—ﬂl(wllr“{+w12z’2‘+w13x§+w14x1—6’1)]2’
e~ H2(w212] +waoxi +wezwl+waax] —02)

g2 = [1 + e*ﬂ2(’IUQICC){+w2256;+1U23x§+wQ4x2792)]27
e~ H3 (w3127 +wsami +wssal +wssx;—03)

g3 = [1 + e—ug(w31x’1‘+w32m§+w33x§+w34xz_93)]27
e*/i4(w41x’{+w4293§+w43x§+w44x1794)

g4 = [1 + g*#4(w4lm*{+w422’2‘+w431§+w44x1704)]2 :

Raksturigais vienadojums ir

kur

M+ AN BN+ MM+ L =0,

A= (v1 +v2+ vz + v4) — W11 — G2Waho — G3W3s [y — GafbaWaa,

B = v3v4 — g1uswiipin — g104awi1fln — JaUzWazfla — g2UsWazfly — G192W21Wizfiy fia
T g1g2Wi11Waz 1 fl2 — G3V4W33 3 — G1g3W31Wisfhif3 + G1G3W11W33[1 [3
— §203W32W23 M2 [3 + §2g3W2oW33[h2ft3 — 1 GaWa1fh1 fhaWi4 — G2JaWa2 2 flaWas
= 939aWa3[3flaW34 — JaU3aWaq + G194W11 1 [AaWaa + G2JaW22 o flaWas + G3GaW33 /43[4 W4
(V3 Vs — LW 11 — G3W3s L3 — GaplaWay) +V1 (V2 V3404 — goWas lo — G3W33 i3 — GaflaWas),
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M = — g1usvgwiifi1 — Gav3VaWazfla — G192V3W21 W12k fl2 — G1G2V4Wa1 W12 12
+ 9192V3W11Waz 1 flo + 19204 W11 Wazfh1 fla — G1G3V4W31 W13 /41 13
+ 919304W11 W33 U1 k3 — G2g3VaW32Wa3 2 [l3 + §2G3VaWa2W33 (L2 [l3
T 019293 W31 W2 W13 1 h2fh3 — G19203 W21 W32W13 1 h2 b3 — 19293 W31 W12W23 U1 [h2 b3
+ 919293W11W32Waz (1 2 b3 + §1G293W21W12Ws33 41 [h2fl3 — 19203W11Wa2W33 /L1 [12/13
= §19403W41 11 JaW14 + G1G294Wa1 W22 [y o ft4W14 — G192J4W21Wa2 1 2 flaW14
T 019394W41 W33 41 U3 4aW14 — G1G3G4W31Wa3 U1 U3 ha W14 — G20aU3Wa2[l2[la W2y
— §19294Wa1 W11 floflaWas + G1G2G4W11Wa2 01 2 flaW2a + G203 G4 Wa2W33 23 [L4W4
— §2930aW32Wa3 o L3 [LaW2e — G193GaWa1W13[41 43 [LaW3a + §193GaW11Wa3[41 [13[L4W34
— §20394W42Wa3 o fl3[LaW34 + 20304 W22Wa3 213 taW34 + G1G4V3W11 1 haWa4
+ G294V3 W2 laflaWaq + G124 W21 W12fh1 fh2flaWaq — 19204 W11 W21 2 flaWaq
+ 019394W31 W13 41 U3 fhaWag — G1G3G4W11 W33 1 A3 [4aWaa + G203GaW32W23 2 43 [LaW a4
— 929394WW33 a3 Was + V1 (V304 — GoU3Wanfly — GaUsWazfly — G3V4W33 43
— J2g3W32Wa3lafl3 + G2g3WaoWssflafl3 — J2gaWaz b2 flaW2y
— §30aW43 U344 W34 — JaU3HaWaq + G2GaW22 2 flaWaq
+ 9394W33 3 aWay + V2 (V3 + Vg — g3W33fL3 — GaflaWas))
+ va(v3(vy — grwni i — GaptaWas) — g1 (VaW11 + G3W31 W13 M3 — G3W11W33[h3 + GaWa1 faWiy

- g4w11,u4w44) - 93#3(?141033 + GawWyzpigW3g — g4w33u4w44)),

L =uv (UQ(U3(U4 - 94M4w44) - 93#3(”41033 + gaWy3flaW3g — g4w33,u4w44))
- 92#2(03(7)41022 + 94#4(104211124 - w22w44)) + 93M3(U4(w32w23 - w22’w33)
+ g4u4(—w42w33w24 + W32Wy3W2q + W Wo3W34 — WoaWye3W34 — W3aWo3Way + w22w33w44))))
- 91#1(”2(”3(”41011 + 94M4(w41w14 - w11w44)) + 93M3(U4(w31w13 — W11 Ws3)
+ gapra(— Wi W33W14 + W31 WazWra + WarW13W34 — W11 Wa3W34 — W31 W13Wag + W11W33 Wag)))
+ gopo(v3(va(War w12 — Wi1was)
+ gapra(—WarWa2W14 + W1 Wap W14 + WarWiaWas — W11 Wa2Was — Wi Wi2Wag + W11 W22W4a4))
+ gap3(Va(—wa1Wawg + Wa1 W3aWi3 + Wa1W12Wag — W11 W3aWag — Wa1Wi2Ws3 + W11 Wall3s)
+ 94M4(—w21w42w33w14 + W21 W32Wy3W14 + W11 W2W33 W24 — W11 W32W4e3W24
T W2 WaW13W34 — W11 We2W23W34 — W1 W12W43W34 + W11 W22 Wy3W34
+ W4 (—W32Wa3W14 + WaWs3Wig + W3aW13Wag — W12W33Waa — WaaW13W34 + Wi2WagWs34)
— W21 W32W13W44 + W11 W32Wo3Wey + W1 W12W33W4eq — W11 W2 W33W4ey

+ W31 (Wa2We3W14 — WaalWy3W14 — WaaW13Wag + W12Wa3Way + Waal13Wag — W12W23Wa4)))))-
4.2 Kritiskie punkti

Cetru-dimensiju sistemai ir ¢etras ipasveribas.

e 4D mezgls. Visas 1pasvertibas ir realas un tam ir viena un ta pati zime. Mezgls ir
stabils (nestabils), ja Tpasvertibas ir negativas (pozitivas).

e 4D zvaigzne. Visas 1pasvertibas ir vienadas. 4D zvaigzne ir stabila (nestabila), ja
Ipasvertibas ir negativas (pozitivas).
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e Segls. Visas 1pasvertibas ir realas, un vismaz viena no tam ir pozitiva un vismaz
viena ir negativa. Segli vienmer ir nestabili.

e Fokuss — Mezgls. Ir divas realas 1pasvertibas un kompleksi saistitas 1pasvertibas,
un Tpaévérﬁbu realas dalas ar vienu un to pasu zimi. Kritiskais punkts ir stabils
(nestabils), ja zime ir negativa (pozitiva).

e Mezgls — Fokuss. Ir divas realas negativas ipasvertibas un kompleksi saistitas
1pasvertibas ar pozitivu realo dalu. Kritiskais punkts ir nestabils.

e Segls — Fokuss. Divam realajam ipasvertibam ir dazadas zimes un kompleksi
saistitas 1pasvertibas ar pozitivu vai negativu realo dalu. Kritiskais punkts ir nesta-
bils.

e Fokuss — Fokuss. Divi kompleksi saistitie 1pasvertibu pari. Kritiskais punkts ir
stabils, ja realas dalas zimes ir negativas. Kritiskais punkts ir nestabils, ja ir vismaz
viena pozitiva reala dala.

4.3 Lapunova eksponenti

Saikne starp Lapunova eksponentiem un atraktoru ipasibam un to veidiem:

e (LE\,LE>, LEs, LE,) = (—,—, —, —) - stabils fiksets punkts;

e (LEy,LE,y, LE3, LE,) = (0,—,—, —) - periodiskie atrisinajumi;

e (LEy,LE,y, LE3, LE,) = (0,0, —, —) - kvazi-periodiskie atrisinajumi;
e (LEy,LE>, LEs, LE,) = (+,0,—, —) - divains atraktors;

e (LEy,LEy, LE3, LE,) = (4, 4,0, —) - hiper-haotiskais atraktors [40].

4.4 Piemeri

1. piemers. Aplukosim sistéemu (4.20) un reguléjoso matricu

bk 2 0 0

| 2k 0 0
W= 0w 2| (4.23)

0 0 —2 ky

kur k1 = 0.5, ky = 1815 unpy = po = pz = py = 10, v1 = v9 = v3 = vy = 1,0, =
1.2, 92 == —07, 93 == 18, 64 - —028

Sakumnosacijumi ir

21(0) = 0.5; 25(0) = 0.32; 23(0) = 0.4; 24(0) = 0.39.

ST sistema sastav no divam neatkarigam divu-dimensiju sistémam. Ir tiesi viens kritiskais
punkts. Standarta linearizacijas analize sniedz 1Ipasvertibas A\; o = 0.246944.9875%; A3 4 =
3.4667 £ 4.9215:. Kritiska punkta veids ir nestabils fokuss-fokuss.
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4.1. zim. 4D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (z1, g, 4).

4.2. zim. 4D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (z1, x3, 4).

{x1x2} {x3 x4}

0.60 o

055 M 0.8}

' 5\"‘;‘\“ AR AR SRRRA A

H“\‘ ‘\ ( \ \‘\‘f‘“ i \\ “\‘w 06

1‘\ ”Hl\“m\“ “1“ w‘\“ ‘w\ M\‘ ‘M‘ “‘\ AN AN

“}‘l \““M“” “ H\\m\‘\"\ ;“\\“\\\;“\ \‘\\ 04

oo i} O A A i

0.35 '

030" 10 20 20 50 60 70! 10 20 30 40 50 60 70!
4.3. zim. Sistemas (4.20) ar reguléjoso 4.4. zim. Sistémas (4.20) ar regulejoso

matricu (4.23)periodisko atrisinajumu
(x1(t), xo(t)) grafiki, k; = 0.5 and

ko = 1.815.

matricu (4.23)) periodisko atrisinajumu
(x3(t), x4(t)), grafiki, k; = 0.5 and

ko = 1.815.

Mainisim divus elementus (wy4) un (wy;). Pienemsim, ka wy; = 0.1, (w4) vertibas ir
apskatitas 5. tabula.

5. tabula. Sistemas (4.20) un reguléjosas matricas (4.23) aprekinu rezultati, mainot

parametru wy4.

H

W14

A2

A4

Lyapunov exponents H

-1.2

0.189 £ 4.49%

3.374 £4.912¢

0; -0.48; -0.89; -0.96)

-1.1

0.206 £ 4.586¢

3.379 £ 4.908:¢

(
(0; -0.70; -0.70; -0.87)

-1

0.220 £ 4.671¢

3.384 £+ 4.905¢

(0.05; 0; -0.88; -0.98)

-0.9

0.232 + 4.745¢

3.389 4+ 4.902¢

0; -0.27; -0.29; -0.89)

-0.8

0.242 + 4.808:¢

3.394 £+ 4.899:¢

(
(0; -0.05; -0.58; -0.88)

-0.7

0.250 + 4.862¢

3.399 £ 4.897:

(0.03; 0; -0.26; -0.89)

-0.6

0.256 £ 4.906¢

3.405 £ 4.8961

0; -0.20; -0.20; -0.89

-0.5

0.260 + 4.941¢

3.410 = 4.8941¢

-0.4

0.261 £ 4.968¢

3.415 £ 4.893¢

( )
(0; -0.09; -0.35; -0.89)
(0; -0.13; -0.33; 0.89)
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Aprekinu rezultati:

e ja —1.2 <wyy < —1, tad sistémai (4.20) ar reguléjoso matricu (4.23) ir periodiskais
atrisinajums;

e jawy = —1,tad sistemai (4.20) ar reguléjoso matricu (4.23) ir haotiskais atrisinajums;

e ja—0.9 < wyy < —0.7, tad sistemai (4.20)) ar regulejoso matricu (4.23)) ir periodiskais

atrisinajums;
e ja wyy = —0.7, tad sistemai (4.20) ar reguléjoso matricu (4.23) ir haotiskais atrisi-
najums;

e ja—0.6 < wyy < —0.4, tad sistemai (4.20) ar reguléjoso matricu (4.23) ir periodiskais

”““‘“W”m L mnnmm

4.6. zim. Sistemas (4.20) ar regulejoso
matricu (4.23) atrisinajumu
(w3(t), z4(t)), grafiki, wiy = —1.

4.5. zim. Sistemas (4.20) ar regulejoso
matricu (4.23) atrisinajumu (z1(t), z2(t)),
grafiki, w4 = —1.

{x3 x4}

—
—Y

| W LD

| ‘ ‘ ‘ - 50 100 150 200
3 50 100 150 200

4.8. zim. Sistemas (4.20) ar regulejoso
matricu (4.23) atrisinajumu
(x?)(t)a x4(t))7 graﬁki, wyy = —0.7

4.7. zZim. Sistemas (4.20) ar reguléjoso
matricu (4.23) atrisinajumu (z1(t), z2(t)),
grafiki, w4 = —0.7
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0.8F

071

06

0.5F

041

0.3 . . . . ' x1

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 4.10. ZTm. 4D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa
(1(t), z2(t), z4(t)), w1g = —0.7.

4.9. zim. 4D trajektoriju 2D projekcija
apakstelpa (x1(t), zo(t)), w4 = —0.7.

Ka ar1 ir apskatita Lapunova eksponentu dinamika 4.11. zim. un 4.12. zim.

T T T T T T T
05 E 05F
0.0 0.0
i il
(@) O —
| a
—05F 7 -0.5f
‘1'01"”\‘”‘/\"“"\"7"“‘/‘““—/"“’7’ -10p!

. . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Steps Steps

4.11. zim. Sistemas (4.20) ar regulejoso  4.12. zim. Sistemas (4.20) ar regulgjoso

matricu (4.23) Lapunova eksponentu matricu (4.23) Lapunova eksponentu
dinamika, k; = 0.5 and ko = 1.815, dinamika, k; = 0.5 and ky = 1.815,
W14 = —1. W14 = —0.7.

2. piemers. Aplukosim

08 2 —08 05
—2 03 04 —07
V=1 o5 02 18 2 (4.24)

0.8 =07 =2 1.8

un parametri ir v; = vy = vy =v4 =1, g = o = 3 = pg = 10 un 6;, kur ¢ = 1,2,3,4
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aprekinati sekojosi

( P :w11+w12+w13+w14
1 2 )
0 :w21+w22+w23+w24
2 2 )
0 :w31+w32+w33+w34
3 2 )
9 _ Wyq1 + Wy + Wa3z + Way
4— .

\ 2
91 == 125, 92 - —1, 93 - 175, 64 = —0.05.

Sakumnosacijumi ir

21(0) = 0.4; 25(0) = 0.6; 23(0) = 0.39; 24(0) = 0.38. (4.25)

Kritiskais punkts ir (0.5;0.5;0.5;0.5). Standarta linearizacijas analize sniedz 1pasvertibas
A2 = —0.44 £4.603¢ un 34 = 4.33 £ 5.1357. Kritiska punkta veids ir nestabils fokuss-

|
08|
06|

04

02

4.13. zim. Sistemas (4.20) ar reguléjoso

matricu [£.24) atrisinajumu . 4.14. zim. 4D trajektoriju 3D
(21(t), 22(t), w3(t), 24(t)), grafiki. projekcija apakstelpa (zy, To, x3).

Lapunova eksponentu dinamiku var redzet 4.15./ zim.
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-
-05r- b
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0 500 1000 1500 2000
Steps

4.15. zim. LE, = 0.20, LE, = 0, LE3 = —0.75, LE;, = —0.92

LE,,LEy, LE3, LE, = (+,0,—,—) ir haotiskais atraktors. Sistemas (4.20) atrisina-
jumu uzvediba ar regulejoso matricu (4.24) un sakumnosacijumiem (4.25) ir haotiska.

5 Piecu-dimensiju (5D) sistémas

PDV sistema, kas sastav no pieciem vienadojumiem, ir

( dx
d_tl = fl(wll-Tl +...+ w15£175) — U127,
dx
—2 = f2(w21$1 + . wasTs) — Voo,
dt (5.26)
d
L % = f5(w51x1 —f- Ce w55x5) — U5T5.

5.1 Piemeri

1. piemers Aplukosim piecu-dimensiju sistemu (5.26)) un reguléjoso matricu

11100
01100

W=|10100 (5.27)
00001
00010

Un py = flg = p3 = fla = fs =D, U1 =V = U3 =04 =5 =1, 0, =150, =
03 = 1 un 0, = 65 = 0.5. ST sistéma sastav no vienas tris-dimensiju sistemas un
vienas divu-dimensiju sistémas. ST sistéma ir nesaistita, un tai ir viens kritiskais punkts
(0.5,0.5,0.5,0.5,0.5). Sistemas atrisinajums ir stabils.
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5.1. ztm. Grafs, kas atbilst reguléjosas matricas
gadijumam (5.27).

2. piemers Aplukosim piecu-dimensiju sistému (5.26) un reguléjoso matricu

1 02 0 0
0 10 0 0

W=|-201 0 0 (5.28)
0 00 05 2
0 00 —2 05

un py = pi3 = 0.5, pro = 15, pg = pi5 = 10, vy = vy = vy =vg =05 =1, 61 =12, 0, =
0.5, 03 = —0.6, 04 = 1.2, 65 = —0.7. S1 sistema sastav no vienas tris-dimensiju sistemas,
kurai ir periodiskais atrisinajums (skat. [3.2. zim.), un vienas divu-dimensiju sistémas,
kurai ir periodiskais atrisinajums (skat. 2.1 zim.). ST sistéma ir nesaistita, un tai ir tris
kritiskie punkti. Sistemas (5.26) ar reguléjoso matricu (5.28) atrisinajums ir periodisks.

{x1x3}
07 ”
0.6

0.5

x3

0.4

0.3
0.4

0.2

0.3

0.1

t
100 120 140 160

0.0 : : : ' x1

5.2. zim. Sistemas (5.26) ar reguléjoso
matricu (5.28)) atrisinajumu z;(t), i = 1,3,
grafiki.

5.3. zim. 5D trajektoriju 2D
projekcija apakstelpa (1, x3).
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5.4. zim. 5D trajektoriju 3D projekcija
apakstelpa (z1, z9, x3). ) N )
(72,22, 73) 5.5. zim. 5D trajektoriju 3D projekcija
apakstelpa (x1,x3,74).

6 Sesu-dimensiju (6D) sistemas

PDV sistema, kas sastav no seSiem vienadojumiem, ir

( dx
d_tl = fl(w11i171 + ...+ w16$6) — U127,
dx
—2 = f2(w21:r1 +...+ wzaffﬁ) — V22,
dt (6.29)
d
L % = fg(wmxl + ... w66:1:6) — VgLg-

Lidzigas divu, tris, Cetru un patvaligu dimensiju sistemas [58],[63] paradas dazados kon-
tekstos, kas apraksta neironu tiklus [14],[13], genetiskos tiklus [89], telekomunikaciju tiklus
[29] un citus. Sada veida modeli var atspogulot tikla evolfciju laika ¢. Iespejama tiklu
vadiba un kontrole, mainot sistémas parametrus [4], [70].

6.1 Piemeri

Miisu uzdevums izveidot sesu-dimensiju atraktoru no tris-dimensiju atraktora.
1. piemers Aplukosim sesu-dimensiju sistemu (6.29) un reguléjoso matricu

B0 -1 0 0 0
1k 0 0 0 0
0 -1 &k 0 0 0
0 0 0 k 0 -1 | (6.30)
0 0 0 —1 k& 0
0 0 0 0 —1 Fk
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kurklzk‘g:l,ui:&&:k—;l.

6.1. zim. Grafs, kas atbilst regulejosas matricas
gadijumam (6.30).

Sakumnosacijumi ir
21(0) = 0.046; 22(0) = 0.8; x3(0) = 0.3; 24(0) = 0.7; 25(0) = 0.8; x4(0) = 0.2.

6D sistemai ir atraktors periodiska atrisinajuma veida, kas ir konstruéts no tris-dimensiju
periodiska atrisinajuma. Periodiska atraktora projekcijas 3D apakstelpas (skat. 6.2./ zim.
un 6.3, zim.).

6.2. zim. 6D trajektoriju 3D 6.3. zim. 6D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (z1, g, 3) projekcija apakstelpa (z1, x3, Ts5)

Apskatisim sistemu (6.29) ar reguléjoso matricu (6.30), kur k; = 1, ks = 0.5, pu; = 5,

2
Sakumnosacijumi ir
21(0) = 0; 22(0) = 0.4; 23(0) = 0.1; 24(0) = 0.2; 25(0) = 0.1; x4(0) = 0.1.
Periodiska atraktora projekcijas 3D apakstelpas (skat. 6.4.] zim. un[6.5. zim.).

Dota sistema ir apskatita raksta [68].

33



6.5. zim. 6D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (zq, x4, T6)

6.4. zim. 6D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (z1, x3, x5)

2. piemers Aplukosim tris-dimensiju sistemu (3.9) ar reguléjoso matricu (3.18)), pa-
rametru kopu (3.17) un sakumnosactjumiem (3.19) (skat. 3.4 zim.). Tris atrisinajumu
neregularo uzvedibu var apskatit 3.5./ zim.

Aplukosim sesu-dimensiju sistéemu un reguléjoso matricu

0 1 =564 0 0 0
1 0 01 0 O 0
1 0.02 0 0 0 0
W= 0 0 0 0 1 —5.64 (6.31)
0 0 0 1 0 0.1
05 0 0 1 0.02 0

un
1 = o = g = s = T, 3 = g = 13,01 = v4 = 0.65,v9 = v5 = 0.42,v3 = vg = 0.1,
01 =0,=0.5,03=05;=0.3,03=0; =0.7.
Sakumnosacijumi ir
z1(1) = 0.68; z2(1) = 0.45; x3(1) = 0.15; 24(1) = 0.68; x5(1) = 0.45; x¢(1) = 0.15.

Sistéma ir nesaistita, ja elements wg; ir nulle. Pienemsim, ka wg; ir vienads ar 0.5. Tada
gadijuma seSu-dimensiju sistema ir saistita. Tad eksiste seSu-dimensiju atrakstors un 3D
projekcijas var apskatit [6.6./ zim. un 6.7.] zim.
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6.6. zim. 6D trajektoriju 3D 6.7. zim. 6D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (z4, x5, xg) projekcija apakstelpa (z1, x4, 76)

X1

X3

6.8. zim. 6D trajektoriju 3D projekcija
apakstelpa (x1, z3, )

6.9. zim. 6D trajektoriju 3D
projekcija apakstelpa (z1,x3, )

Sistemas (6.29) atrisinajums ar regulejoso matricu (6.31) ir attelots 6.10. zim un 6.11.
zim. Atrisinajumiem ir neregulara forma. Atrisinajumi ir dazadi zimejumos 6.10. un6.11.]
jo elements wg; nav vienads ar nulli.
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{x1, x2, x3} {x4, x5, x6}

-0.5

6.10. zim. Sistemas (6.29) ar reguléjoso 6.11. zim. Sistemas (6.29) ar regulejoso
matricu (6.31) atrisinajumu z;(t), matricu (6.31) atrisinajumu z;(t),
1=1,2,3, grafiki, wg; = 0.5. 1 =4,5,6, grafiki, wg; = 0.5.

7 Sesdesmit-dimensiju (60D) sistemas

Petijumam izmantotais tikls ir realistisks biologiskais tikls, “T' Stnas lielu granulu lim-
focitu leikemijas gadijuma, kas asociéjas ar asins vezi”. Raksta [89] ir apskatits modelis,
kas satur 60 mezglus un 195 regulejosi savienojumi. Tika konstatets, ka sim tiklam ir tris
atraktori, divi no tiem atbilst veza stavoklim (apzimeti ar €7 un C5) un tresais atrak-
tors asociejas ar normalu stavokli (apzimets ar V). Cetrdesmit astoni savienojumi no
slima stavokla uz normalu stavokli ir atklati. Pareiza attiecigo ¢etrdesmit astonu para-
metru atlase var novirzit sistemu normala stavokli. Bija noverota parametru pertrubacijas
eksistence. Tika apskatits atraktoru tikls, un galvenais priekslikums bija sakartot ekspe-
rimentalu parametru pielagosanu, lai sasniegtu nepieciesamu merki .

7.1. zim. Matricas 60 x 60 grafs.

Lai iegutu So grafu, tika izmantota programma “Graphia”. Matrica [7.2.] ir uzrakstita
g g g
programma “Microsoft Excel”.
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7.1 Apkassistemas

Dotaja sistema ir vairakas tris-dimensiju un cetru-dimensiju apakssistemas.
7.1.1 Tris-dimensiju sistémas

1. piemers Aplukosim p; =5, o =15, u3 =5, v = vy =wv3 =1 un 6y = 1.2, 6 =
0.5, 83 = —0.6. Sistemas (3.9) regulgjosa matrica ir
WAz  W20a4 W20a5
W = wsaz Wsayq4 W30y y (732)
Wql3 Wehy W4as
kur weasz = —1, weay = weas = 0, wzas = wzas = 0, wszay = 1, weaz = wyas = 0, waas = 1.
Sistemai (3.9) ar reguléjoso matricu (7.32) eksiste tris kritiskie punkti.

7.3. zim. Sistemas (3.9) ar reguléjoso matricu
(7.32) izoklinu x; - sarkana, x5 - zala, x3 - zila,
vizualizacija.
Kritiska punkta (0.0024;0.0006; 0.9997) raksturigais vienadojums ir
N+ AN + B+ C =0, (7.33)
kur A = —3.00215, B = —3.00419 un C = —1.00204.

Atrisinot vienadojumu, iegustam A; = —1.01218, Ay = —0.998321 un A3 = —0.991643.
Kritiska punkta veids ir stabils mezgls.

Kritiska punkta (0.0024;0.5;0.9997) raksturigais vienadojums ir (7.33), kur A =
0.739495, B = 4.5184 un C = 2.77883.

Atrisinot vienadojumu, iegustam \; = —1.01218, Ay = —0.998321 un A3 = 2.75. Kritiska
punkta veids ir segls.

Kritiska punkta (0.0024;0.9994;0.9997) raksturigais vienadojums ir (7.33), kur A =
—3.00215, B = —3.00419 un C' = —1.00204.

Atrisinot vienadojumu, iegustam A; = —1.01218, Ay = —0.998321 un A3 = —0.991643.
Kritiska punkta veids ir stabils mezgls.
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7.4. zim. Sistemas (3.9) ar reguléjoso matricu
(7.32) divu stabilu mezglu un segla vizualizacija.

7.1.2 Cetru-dimensiju sistémas
1. piemers Reguléjosa matrica ir

Wear Weag Wy Wehi10
wrar wWrag Wray Wrhig
Wgar Wgag Wy Wghig
Wol7 Wolg Woelyg W9l1g

kur W7 — W7y — WgAg — Wol7 — W9l19 — 1,w6a8 = Wglg — WgA19g — WrA7 — W7Ag9 —
WrG1g = Wely = Wglg = Wgl1y = Wyag = Wgag = 0 un parametri vy = vy = v3 = vy = 1,

M1 = 5,,U/2 = 15,,[113 = 5,,[114 = 5, 91 = 12, 02 = 05, 93 = —0.6, 94 = —0.2.

Kritiskais punkts ir (0.0025;0.00056;0.9997;0.9975). Standarta linearizacijas analize
sniedz 1pasvertibas Ay = —0.998321, Ay = —0.991643, A3 = —0.987669 un A\, =
—0.987513. Kritiska punkta veids ir 4D stabils mezgls.

Kritiskais punkts ir (0.00250369; 0.5; 0.999664; 0.997528). Standarta linearizacijas analize
sniedz Tpasvertibas A\; = —0.998321, Ay = —0.987669, \3 = —0.987513 un A\, = 2.75.
Kritiska punkta veids ir segls.

Kritiskais punkts ir (0.00250369;0.999443;0.999664;0.997528). Kritiska punkta A\ =
—0.998321, Ay = —0.991643, A3 = —0.987669 un A\, = —0.987513. Kritiska punkta
veids ir stabils mezgls.

8 Secinajumi
Promocijas darba galvenie rezultati ir:

e Tiek aplukotas otras un tresas kartas sistemas ar dazadu struktiru regulejosajam
matricam. Aplukoti kritiskie punkti, to veidi un skaits.

e Tris-dimensiju sistemam un cetru-dimensiju sistemam haotiskie atraktori ir aplukoti.
Tika konstrueti piemeri. Promocijas darba, lai aprekinatu Lapunova eksponentus
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tika izmantota “lce.m for Mathematica” pakotne. Tika izmantota ar1 cita Wolfram
Mathematica programma “Lynch-DSAM.nb”, lai parbauditu iegtitos rezultatus.

e Tika apskatitas cetru-dimensiju sistemu kritisko punktu 1ipasvertibu formulas. Pie-
meri tika konstrueti 4D sistemam ar stabiliem kritiskajiem punktiem.

e Tika aplikoti neironu tikli un Iidziba attiecigajos PDV tipa modelos apskatita.

e Tika konstruéti 5D sistému piemeéri. Stm sistémam eksisté periodiskie atraktori.
Tika veikta 5D atraktoru vizualizacija, projic€jot tos zemas dimensijas apakstelpas.

e Tika konstrueti 6D sistému piemeéri. Sim sistemam ir periodiskie atraktori un
sistemam ir neregulara atrisinajumu uzvediba. Tika veikta 6D atraktoru vizualizacija,
projicejot tos zemas dimensijas apakstelpas.

e Sesdesmit-dimensiju sistemas ir aplukotas. 60 x 60 matricas grafs ir ieguts, izman-
tojot programmu Graphia. 60D sistemas dazas apakssistemas ir apliikotas.

Genu regulejoso tiklu izpete ir loti svariga cilveka dzivei un darbibai. Gan dazadu
slimibu arstesanai, piemeram ka leikémija, multipla skleroze, Alcheimera slimiba, gan
problemas un to risinajumu aprakstam ekonomika, psihologija, politika un daudzas citas
jomas. Jo vairak ir vienadojumu sistema, jo vairak ta ir lidziga genu tiklam, kas radas
dzive. Galvenais merkis ir turpinat petjjumu un atrast metodes, lai varetu petit sistemas
ar lielu vienadojumu skaitu.
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